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Resumen

De acuerdo con la informacion proporcionada por el Mercado Mexicano de Derivados
(MexDer), el valor razonable de las opciones financieras se obtiene inicialmente al aplicar el modelo
tradicional de Black-Scholes y Merton, dicho valor va variando a lo largo de la jornada diaria; de
acuerdo con la oferta y demanda hasta alcanzar el punto de equilibrio. Esta investigacion tiene como
objetivo desarrollar un modelo que proporcione una mejor aproximacion del precio de equilibrio de
las opciones, asimismo, el modelo propuesto en la presente investigacion considera la dependencia
de los pardmetros de la ecuacién diferencial estocastica con respecto al tiempo y las derivadas
conformables. Adicionalmente, se realizé un andlisis empirico, por lo que se tom6 una muestra de 16
opciones de compra europeas sobre acciones listadas en el MexDer el 3 de noviembre de 2020. Se
calcularon los valores de las primas de los contratos de esta muestra, mediante la aplicacion de los
Modelos de Black-Scholes y Merton, movimiento browniano Fraccionario Estandar y el modelo
desarrollado en la presente investigacion, considerando la informacién del mercado mexicano. Se
compararon los resultados de cada modelo con el valor real al que se vendié cada contrato de opcidn,
concluyendo que el modelo presentado en este trabajo es el que aproxima en mayor medida el valor

de mercado de los derivados.
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Capitulo 1

Introduccion



Actualmente, cualquier tipo de entidad debe prever y minimizar en mayor medida el
incremento exponencial de la incertidumbre en todas las transacciones que realice; dicho riesgo puede
originarse por factores internos y externos a la firma. De conformidad con De Lara (2006), los riesgos
pueden catalogarse de acuerdo a su naturaleza:

1) El riesgo de crédito representa la pérdida potencial por la falta de pago de un acreditado o
contraparte.

2) El riesgo de mercado implica la pérdida potencial por cambios en los factores de riesgo que
inciden en la valuacion de portafolios de activos, tales como precios, tasas de interés, tipos de
cambio, entre otros.

3) El riesgo de liquidez consiste en la pérdida potencial por la imposibilidad o dificultad de
reestructurar pasivos, o bien de contratar otros, de manera que se pueda hacer frente a la cobertura
de obligaciones presentes.

4) El riesgo operativo se define como la pérdida potencial por fallas o deficiencias en los controles
internos, asi como por errores en el procesamiento, almacenamiento y transmision de la
informacién interna como externamente a la organizacion. Dentro de esta categoria se incluyen
los riesgos legales y tecnoldgicos. Los primeros se refieren a la pérdida potencial derivada del
incumplimiento de las disposiciones legales y administrativas aplicables, la emision de
resoluciones administrativas y judiciales desfavorables conllevando a la restitucién econémica
por dafios punitivos. Los riesgos tecnoldgicos implican la pérdida potencial por dafios,
interrupcidn, alteracion y fallas en los sistemas de cémputo, ya sea por cuestiones internas o
externas a la entidad.

Tanto las personas fisicas como las morales buscan los medios para minimizar las pérdidas
ocasionadas por cualquier tipo de riesgo. Una de las estrategias utilizadas con mayor frecuencia es la
aplicacién de los instrumentos derivados.

Segun el proposito para el cual se usen los derivados se pueden clasificar en dos categorias:

i) De cobertura: se adquieren para evitar que los recursos de una entidad afecten por
fluctuaciones en el mercado.

ii) De especulacion: se adquieren derivados con el objetivo de obtener ganancias
extranormales por la asimetria de la informacion en los mercados financieros.

El valor de los instrumentos derivados como su nombre lo indica, depende del
comportamiento de las cotizaciones de los activos subyacentes, los cuales pueden ser acciones, tasas
de interés, indices, tipos de cambio, bonos, divisas y commodities, entre otros.

Los instrumentos financieros derivados se pueden negociar en un mercado regulado o bien

en los denominados over the counter market (OTC) o no regulados.



Los tipos de instrumentos derivados financieros que se pueden negociar con mayor frecuencia
son los siguientes:

. Forwards

Es un contrato mediante el cual dos partes acuerdan comprar o vender un activo subyacente
en una fecha especifica y a un precio acordado.

Los contratos forward son personalizados y son autorregulados. La liquidacién del contrato
a plazo se realiza en la fecha de vencimiento, aunque puede revertirse antes del periodo de
vencimiento.

o Futuros

Al igual que los forwards, los futuros son contratos mediante las partes se comprometen a
comprar o vender un instrumento subyacente a un precio especifico en una fecha futura; sin embargo,
la diferencia con los contratos forwards es que, en el contrato de futuros, el comprador y el vendedor
no estan obligados a reunirse para celebrar el acuerdo.

Inclusive, el acuerdo entre ellos se realiza a través de la bolsa y con un contrato estandarizado.
Ademas, la camara de compensacidon actia como contraparte de las partes del contrato, lo que reduce
el riesgo de crédito.

Al ser un contrato estandarizado, su tamafio es fijo y esta regulado por la bolsa de valores.
Dado que los contratos futuros estan listados en la bolsa de valores y son de naturaleza estandar no
pueden modificarse de ninguna manera.

En resumen, los contratos futuros tienen un formato predeterminado, un periodo de
vencimiento y un tamafio predeterminados. Cabe resaltar, que en el caso de los futuros se requiere un
margen inicial como garantia y la liquidacion de las utilidades o pérdidas se realiza diariamente.

. Opciones

Los contratos de opciones son muy diferentes de los contratos de forwards y futuros ya que
no hay obligacion de cumplir el contrato en una fecha determinada.

Estos contratos otorgan el derecho, pero no la obligacién de comprar o vender un activo
subyacente.

Hay dos tipos de opciones: call y put. En la opcion call, el comprador tiene derecho a comprar
un activo subyacente a un precio determinado al firmar el contrato. Mientras que en la opcién put, el
comprador tiene el derecho, pero no la obligacién de vender un activo subyacente a un precio
determinado al firmar el contrato.

En ambos contratos, el comprador tiene la opcién de liquidar durante un periodo determinado
(Americanas) o en una fecha determinada (Europeas).

o Swaps



Los contratos de swap son acuerdos privados entre dos partes. Las partes acuerdan
intercambiar su flujo de efectivo en el futuro.

Los swaps brindan a los inversionistas la oportunidad de intercambiar los beneficios de sus
valores entre si.

Los principales activos subyacentes en los contratos de swap son las tasas de interés o las
monedas, aungue también pueden ser otro tipo de activos como acciones o mercancias. Dado que
tanto la tasa de interés como la moneda son de naturaleza volatil, hace que los contratos de swaps
sean riesgosos.

El presente trabajo se enfocara Gnicamente en las opciones financieras, debido a que pueden
utilizarse para crear una gran variedad de estrategias de funciones de pago.

En primera instancia, se definiran los tipos de opciones financieras y sus caracteristicas.

“Una opcion se define como el derecho, pero no la obligacion, de comprar (llamada call, C)
o de vender (conocida como put, P) un activo especifico (subyacente), pagando un precio pactado a
la fecha del contrato (precio de ejercicio) durante o en un periodo determinado de tiempo (T)
(madurez o expiracion). Si la opcidn puede ser ejercida antes de su madurez se le llama una opcion
Americana, si so6lo puede ser ejercida hasta su madurez se le denomina opcion Europea” (Trigeoris,
1999). El comprador del contrato es el que va a pagar la prima (precio de adquisicion del contrato) y
va a poseer el derecho de comprar o vender el activo subyacente, mientras que la contraparte es la
que tiene la obligacion de vender o comprar, en caso de que el poseedor ejerza su derecho. Al primero
se le denomina que tiene una posicion larga y el segundo tiene la posicion corta.

La prima o premio depende del valor que tenga el subyacente a través del tiempo, asi como,

el tipo de opcidn, si es Europea 0 Americana, del precio de ejercicio, plazo a vencimiento y de la tasa

de interés.
C =max(S, —K,0) (1)
P =max(K —S,,0) 2
Donde:

C, valor intrinseco de una opcion de compra (call).

St, precio del subyacente en t, tal que t=0,1,...... T).

K, precio de ejercicio.

P, valor intrinseco de la opcién de venta (put).

T, representa la fecha de vencimiento del contrato.

Black, Scholes y Merton (1973) fueron los pioneros al desarrollar el modelo mediante el cual
se puede determinar el valor de la prima del contrato. Este modelo se basa en el supuesto de que es

posible replicar una opcion de compra adquiriendo el subyacente y pidiendo prestado a la tasa libre
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de riesgo, o bien, se pueda garantizar un flujo de efectivo libre de riesgo al construir una cartera
formada por el activo subyacente y la opcion. Aln en la actualidad, surgen nuevas propuestas para
desarrollar la ecuacion diferencial estocastica que de la cual se parti6 originalmente.

El objetivo de esta investigacién es complementar el trabajo desarrollado por Rodrigo y
Mamon (2006), quienes propusieron tedricamente la dependencia del tiempo de los pardmetros que
componen la ecuacién diferencial estocastica, para lo cual se obtuvieron las funciones de la
volatilidad y de la tasa libre de riesgo con respecto al tiempo. Cabe destacar que ya existen trabajos
en los que se aplican las derivadas fraccionales para resolver la ecuacion original de Black, Scholes
y Merton (BSM) (1973), como son, entre otros, los de Liang, Wang, Zhang, Qiuy Ren (2010), quienes
propusieron un modelo bifraccional, en el que asumen que el activo subyacente sigue un proceso de
Ité fraccionario y que el cambio en el precio de la opcion a lo largo del tiempo es un sistema de
transmision fractal, que permite aplicar derivados fraccionarios en el tiempo y el espacio; sin
embargo, Wenting, Xiang y Song-Ping (2015) comentan que aunque la solucion de la ecuacién BSM
mediante la aplicacion de derivadas fraccionales a lo largo del tiempo ha sido objeto de muchos
estudios; todavia no se han extraido conclusiones financieras plausibles sobre por qué deben utilizarse
tales modelos en la practica comercial. Derivado de lo anterior, se decidié en esta investigacion

incorporar la derivada conformable, y utilizar el cambio de variable de forma similar al efectuado por
a
Anderson, Camrud y Ulness (2019); pero en este caso sobre el activo subyacente S* = % . El objetivo

al realizar esta transformacion, es que el parametro a ajuste el verdadero valor del subyacente y no
se asuma Unicamente que éste se comporta como un Movimiento Browniano Geométrico o bien como
una martingala. Asimismo, se busca que incorpore, entre otros factores, la ineficiencia de los
mercados, la informacion asimétrica, la poca pulverizacion, la incesante globalizacion de las
transacciones, la fuerte volatilidad de los activos financieros sustitutos y complementos, y la
irracionalidad en la toma de decisiones de los individuos. En primera instancia se desarrollé el modelo
tedricamente y con el objetivo de probar el modelo se efectudé un analisis empirico. Para lo cual se
tomé la muestra de 16 opciones call europeas que cotizaron en el Mercado Mexicano de Derivados
el 3 de noviembre de 2021, los valores a los que cotizaron estas opciones se contrastaron con la prima
obtenida al aplicar los modelos de BSM (1973), el Movimiento Browniano Fraccionario Estandar

(2017) y el desarrollado en esta investigacion.

1.1 Planteamiento General del Problema



En los mercados regulados, la prima de las opciones financieras se determina inicialmente al
aplicar el modelo tradicional de BSM, y este valor oscila de acuerdo con la oferta y demanda de los
compradores y vendedores hasta llegar al precio de equilibrio, el cual es muy cercano al arrojado
inicialmente por el modelo; sin embargo, esto sucede en mercados con eficiencia fuerte!, como es el
estadounidense, en cambio, en los mercados con eficiencia débil o semifuerte, el diferencial entre el
valor aproximado por los modelos y el de mercado es muy grande.

Derivado de lo anterior, en este trabajo se desarrollé un modelo “flexible” que sea capaz de
adaptarse a cualquier tipo de mercado y que aproxime en mayor medida el valor de mercado de las
opciones call europeas. Las caracteristicas de este modelo se describen a continuacion.

o Se tom6 como referencia el trabajo desarrollado por Rodrigo y Mamon (2006), quienes
incluyen en la ecuacion diferencial parcial estocastica (EDP) propuesta originalmente por BSM
(1973) la dependencia de cada uno los parametros e incluso el valor de la prima de la opcién con
respecto al tiempo. Posteriormente realizan cambios de variables, con lo cual pueden resolver esta
nueva EDP de la misma forma como lo realizaron BSM (1973). Cabe resaltar, que las funciones 2de
cada pardmetro con respecto al tiempo no las definen explicitamente, Gnicamente efectlan el
desarrollo matematico.

o En la presente investigacion se analizaron las series de tiempo de la tasa libre de riesgo y las
volatilidades como variables dependientes y el tiempo como variable explicativa, obteniendo como
resultado que las funciones polinémicas de segundo orden aproximan adecuadamente (con un 95%
de confianza) el comportamiento de ambas variables.

o Se replico el trabajo de Rodrigo y Mamon (2006), pero incorporando explicitamente las
funciones polindmicas en EDP estocéstica.

o Adicionalmente se incluyeron las derivadas conformables, particularmente sobre el
parametro del subyacente, sobre el cual se realiz6 un cambio de variable, como lo presentan
Anderson, Camrud y Ulness (2019).

o Se efectud el desarrollo matematico, de forma tal que la EDP estocéstica se resolvié como la

ecuacion original de BSM (1973) al plantear los parametros variables como constantes.

! Lahipotesis del mercado eficiente es una teoria inicialmente enunciada por Fama (1970) que establece que el precio actual
de una activo en el mercado refleja toda la informacion disponible que existe (histérica, pdblica y privada). Los tipos de
eficiencia son: Eficiencia débil: Los precios de los activos reflejan toda la informacion histérica. En consecuencia, el precio
de hoy depende unicamente del precio inmediatamente anterior mas un proceso aleatorio, denominado “ruido blanco”.
Eficiencia semi-fuerte: En este caso los precios reflejan tanto la informacion histérica como la pablica disponible de los
activos. Un inversor solo podria obtener rentabilidades superiores a las del mercado mediante el uso de informacién privada
o privilegiada. Eficiencia fuerte: Los precios de los activos reflejan toda la informacion existente (histdrica, publica y
privada). Si algin inversor tuviese acceso a informacion privilegiada, el precio se ajustaria rapidamente, y no permitiria
beneficiarse de esa informacion.

2 El andlisis se realizé con variables econémicas de México, por lo cual la tasa libre de riesgo considerada en la presente
investigacion fue la de CETES a 28 dias.



El trabajo experimental se describe en seguida:
o Se tomo6 una muestra de 16 opciones de compra europeas sobre acciones listadas en el
Mercado Mexicano de Derivados (MexDer) emitidas el 3 de noviembre de 2020, cada una de estas
opciones tiene 5 precios de ejercicio para cada contrato, con vencimientos a 17, 45, 136 y 228 dias.
. El andlisis empirico se llevd a cabo con variables del mercado mexicano, éstas fueron la tasa
de retorno anual de los Cetes a 28 dias: 0.1093%, el precio de cierre de cada accion a la fecha de la
emision de las opciones, el 3 de noviembre de 2020, ® las volatilidades constantes de las dieciséis
acciones, los cinco precios de ejercicio, y los periodos de vencimientos para cada contrato.
o La volatilidad constante de las 16 acciones se calculd con el modelo GJR-GARCH (1,1) con
innovaciones t de student.

° Se calibraron los modelos de BSM (1973), el Movimiento Browniano Fraccionario
(propuesto por Njamen y Djeutcha, 2017) y el desarrollado en el presente trabajo, con el objetivo de
evaluar cual brindaba la mejor aproximacion posible a la prima a la cual cotizaron cada una de las

opciones.

El objetivo general de esta investigacion se describe en la siguiente seccion.

1.2 Objetivos

1.2.1 General
Desarrollar un modelo que aproxime en mayor medida la prima de mercado al cual cotizan

las opciones financieras europeas, incorporando en la ecuacion diferencial parcial estocéstica
funciones cuadraticas entre los pardmetros con respecto al tiempo y las derivadas conformables en el

subyacente..

1.2.2 Objetivos Especificos
e Resolver la ecuacién diferencial parcial estocastica con las funciones explicitas

de los pardmetros con respecto al tiempo, y la inclusién de la derivada
conformable en el subyacente, de forma que se obtenga la solucién tradicional
de BSM (1973) pero con el cambio de variables.

e Efectuar el andlisis empirico, tomando la informacién de un mercado emergente
y aplicar los modelos de BSM (1973), el Movimiento Browniano Fraccionario

Estandar (2017), y el desarrollado en este trabajo.

3 Latasa anual de los Cetes a 28 dias y el valor de la accion de cada empresa se consultd en la pagina de internet
de la Yahoo Finanzas.
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1.3 Justificacién

Debido a la incesante globalizacion de las transacciones, asi como la necesidad que tienen
los directores, analistas financieros e inversionistas de planear estrategias de forma que se maximicen
las ganancias o bien se minimicen las pérdidas, resulta imprescindible anticiparse a los
acontecimientos futuros, mediante la prediccion de la trayectoria de los valores de los instrumentos
de deuda, capital y commodities, con base en la aplicacion de modelos financieros de vanguardia.
Una estrategia utilizada con mayor frecuencia tanto por individuos, corporativos, gobiernos e incluso
proyectos es la adquisicién de uno o varios tipos de instrumentos derivados.

De acuerdo con De Lara (2010), “los productos derivados son mas valiosos en entornos de
alta volatilidad o variacion en precios.” Actualmente existe una crisis econémica a nivel mundial,
detonada por la pandemia del COVID-19, lo que ha conllevado a la excesiva inestabilidad en las
variables macro y microecondmicas. Por lo cual han cobrado ain mas importancia los instrumentos
derivados, particularmente las opciones financieras se han tornado un medio de cobertura de uso
cotidiano. El valor o precio de mercado de estos contratos se puede estimar mediante modelos en
tiempo continuo, como es el de BSM (1973) o en tiempo discreto, como es el binominal, propuesto
por Cox, Ross y Rubinstein (1979), a pesar de que existe una gran diversidad de investigaciones para
perfeccionar el modelo de BSM, no se ha encontrado el modelo que brinde la mejor aproximacion al
valor justo o real y que se haya calibrado con informacién de mercado. Especialmente en los mercados
emergentes, como es el mexicano, se dificulta en mayor medida la prediccién, debido entre otros
factores, a la corrupcion, informacion asimétrica, los compadrazgos, la carencia de buenas politicas
por parte de los gobiernos corporativos y el poder de los narcotraficantes sobre el pais. Esta situacion
abre la oportunidad de continuar investigando para desarrollar modelos que brinden la mejor

aproximacion al valor razonable de la prima de las opciones financieras.
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1.4 Contribucién

La contribucion de este trabajo es el desarrollo tedrico de un modelo que aproxime en mayor
medida el valor real al cual cotizan los contratos de opciones financieras de compra europeas, asi
como el analisis empirico del modelo (en adelante BSM maodificado) con informacion del mercado
mexicano, contrastando los resultados con los valores de mercado, los obtenidos al aplicar los
modelos BSM (1973), el Movimiento Browniano Fraccionario Estandar (2017). Cabe mencionar, que
en la presente investigacion se resuelve la ecuacién BSM utilizando el operador de la derivada
conformable sobre el pardmetro del subyacente. Este es el primer estudio, del cual se tiene
conocimiento, que presenta una aplicacion empirica de los resultados y una comparacion practica

entre diferentes modelos.
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Capitulo 2

Literatura Previa

La globalizacién constante, la informacion asimétrica, los costos de transaccion, las
variaciones imprevistas en las tasas de interés y actualmente el impacto de COVID-19 produjeron
una incertidumbre sustancial en la economia; en consecuencia, las empresas deben maximizar sus
ingresos y minimizar las pérdidas. Por esta razon, las corporaciones, las instituciones financieras e
incluso las empresas no lucrativas consideran necesario protegerse contra estos riesgos a través de
instrumentos de cobertura.

Los derivados financieros son utilizados principalmente por individuos o empresas que
buscan anticipar los riesgos del mercado o por inversores dispuestos a predecir el comportamiento de
los activos financieros a cambio de mayores ganancias.

El afio 2008 fue un parteaguas para los mercados mundiales debido a la crisis financiera
generada por el boom crediticio en Estados Unidos, provocando la burbuja inmobiliaria.

Desde la crisis de 2008, diversas empresas ubicadas en México emitieron y/o adquirieron
productos derivados con el prop6sito de especular, en lugar de ser utilizados como instrumentos de
cobertura.

Asimismo, el uso de instrumentos derivados llevd a Lehman Brothers Holding Inc. a la
quiebra del banco porque las personas que tenian las hipotecas no tenian la solvencia econémica pagar
sus deudas.

Segun la Comisidn de Investigacion de la Security Exchange Commission , una mayor rigidez
en la regulacion financiera estadounidense podria haber evitado la crisis financiera de 2008 en Estados
Unidos.

En 2014 se publico en el Diario Oficial de la Federacién la Resolucion por la que se modifican
las normas a los participantes del mercado en contratos de derivados que cotizan en la Bolsa Mexicana
de Valores, como respuesta a la crisis financiera de 2008 en la que los "mercados de derivados
mostraron diversas debilidades que aumentaron el riesgo sistémico y causaron una pérdida de
confianza en el mercado™.

Las opciones financieras son instrumentos de cobertura que generan derechos u obligaciones
para las partes involucradas. El subyacente puede ser el tipo de cambio, las tasas de interés, las

materias primas e incluso la energia sostenible. Una ventaja significativa de estos instrumentos es que
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se adaptan a las necesidades de la empresa debido a su enorme utilidad en el disefio e implementacion
de estrategias. Por lo tanto, es esencial conocer el valor razonable de estos instrumentos.

De acuerdo con la informacién proporcionada por el Mercado Mexicano de Derivados, el
valor razonable de las opciones financieras se obtiene del monto resultante de aplicar el modelo
tradicional de Black Scholes Merton, que fluctia con la oferta y la demanda hasta alcanzar el
equilibrio.

Esta investigacion tiene como objetivo desarrollar un modelo que proporcione una mejor
aproximacién al valor de equilibrio, el cual considera la dependencia de los pardmetros de la ecuacién
diferencial parcial con respecto al tiempo, asi como las derivadas conformables.

La literatura sobre la incorporacion de la dependencia en el tiempo de los parametros
incluidos en la ecuacion diferencial parcial desarrollada inicialmente por Black, Scholes y Merton
(BSM) (1973) para determinar el precio de las opciones europeas de compra y venta es poco
frecuente; sin embargo, Rodrigo y Mamon (2006) hicieron una contribucion considerable
proponiendo una serie de cambios de variables de forma que el precio de la opcion financiera, el valor
del subyacente y la tasa libre de riesgo fueran funciones dependientes del tiempo; con estos cambios
de variables, replantearon la ecuacion diferencial parcial tradicional, llegando a la solucion clésica de
BSM (1973).

Ghevarya (2019), efectta un trabajo muy semejante al de Rodrigo y Mamon (2006), la Gnica
diferencia radica en que éste se enfoca en la resolucion de las opciones de compra plain vanilla.

Por otra parte, se han presentado trabajos en los cuales se aplican las derivadas fraccionales
con el proposito de resolver la ecuacién de Black, Scholes y Merton (1973), algunos de ellos se
enuncian a continuacion.

Liang, Wang, Zhang (2010), propusieron un modelo bi-fraccional, en el cual asumen que el
subyacente sigue un proceso de 1t6 fraccional y que el cambio en el precio de la opcién con el tiempo
es un sistema de transmision fractal, lo cual permite aplicar las derivadas fraccionales en tiempo y
espacio.

No obstante, Wenting, Xiang y Song-Ping (2015), comentan que a pesar de que la resolucion
a la ecuacion de Black, et. al (1973) mediante la aplicacion de las derivadas fraccionales en el tiempo
ha sido tema de muchos estudios; no obstante, ain no se han expuesto conclusiones financieras
plausibles acerca de por qué deben ser aplicados tales modelos en la préactica comercial.

En el presente trabajo se continta el analisis realizado por Rodrigo y Mamon (2006), pero

incluyendo la derivada conformable, efectuando el cambio de variable en el valor del subyacente ,

S = % como lo presentan en su trabajo Anderson, Camrud y Ulness (2019).
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Por otra parte, cabe sefialar que existen investigaciones en las cuales se resuelve la ecuacion
tradicional de BSM (1973) aplicando las derivadas conformables, como son los trabajos de Yavuz y
Ozdemir (2017); Yavuz y Yaskiran (2018), Yavuz (2017) y Edeki, Adinya, Akinlabi y Ogundile
(2019), los tres primeros coinciden al utilizar para la resolucién de la ecuacion diferencial parcial de
Black, Scholes y Merton (1973) los métodos de perturbaciones de homotopia modificados
(MHPMC), el método de descomposicion Adomian, llegando a una solucion numérica.

Ninguno de los trabajos efectGa aplicaciones empiricas con datos reales, resuelven la

ecuacién de Black, Scholes y Merton (1973) y realizan simulaciones para validar sus resultados.
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Capitulo 3

Modelos y Métodos Previos

En este apartado se presentan los modelos que se consideran como base para desarrollar el
presentado en esta investigacion.

Rodrigo y Mamon (2006) transformaron la ecuacion de Black, Scholes y Merton (BSM)
(1973) con parametros como funciones del tiempo, resolviéndola como si éstas fueran constantes,
con lo que llegan a la solucion expresada de la misma manera que la tradicional.

El valor de fijacion de precios de una opcion de compra paga dividendos en el tiempo t y
cuyo vencimiento es en T, tal que t<T.

Sea K el precio de ejercicio estipulado en el contrato para comprar la opcién financiera,
cuando el valor del subyacente (el precio de las acciones) S; > 0, sea mayor, en el caso de la opcion
de compra (call) y por el contrario sea menor en el caso de las opciones de venta (put).

3.1. Modelo de Black, Scholes y Merton con parametros variantes en el tiempo

Sea V (S, t) el valor de la prima de una opcion call, la cual paga dividendos en el tiempo ty
cuyo vencimiento esen T, tal que t<T. Sea K el precio de ejercicio estipulado en el contrato de compra
de la opcion financiera y S>0 el precio de la accion en el tiempo t. Adicionalmente, asumen que la
tasa libre de riesgo r(t), el pago por dividendos D(t) y la volatilidad del subyacente a(t) son
parametros dependientes del tiempo. De forma tal que el proceso del precio de la opcion planteado
por BSM (1973), V (S, t) satisface la ecuacién diferencial parcial que se muestra a continuacion.

o o®? o0V

2+ T 52 [r(t) — D(DIS T — (O =0 (1)

Con condicion terminal

V(S,T) = (S — K)* = max (S; — K, 0) (2)
Rodrigo y Mamon (2006) asumen que la accion no paga dividendos, la tasa libre de riesgo 7. y la
volatilidad del valor del subyacente o, son parametros constantes independientes del tiempo.
Derivado de lo cual la EDP del precio de la opcion V (S, ) en el tiempo £ y con vencimiento en T,

donde t < T se encuentra dada por:

—+—§2+TC§—Z—TCI7=O (3)
VST =Sr—K)* 4)
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Donde K es el precio de ejercicio en el tiempo T y S > 0 es el valor del subyacente en el
tiempo t y los parametros a., . y K son positivos; bajo lo cual Rodrigo y Mamon (2006) pueden
transformar las EDP (1) y (2) directamente en una EDP tradicional, con parametros constantes, como
se presenta en las ecuaciones (3) y (4) de formaque £ = T cuando t = T.

Utilizan las siguientes transformaciones.

V(S,t) = ROV (S, D), §=5¢(t), t=y(). (%)

Al derivar parcialmente la ecuacién (5) y al sustituirla en la ecuacion (1), Rodrigo y Mamon

(2006) obtienen la siguiente ecuacion diferencial parcial estocéastica con parametros dependientes del

tiempo.
h(©) [+ ¢ O + T/ O] + K OF + TSROSO 5z + [7(6) = DOISAOS(E) 55—
r()h()V = 0. ©)

Posteriormente sustituyen la ecuacion (6) en la (1), reagrupan términos e integran, con lo cual

llegan a las funciones que se presentan a continuacion:
1 T

W) =——J, c(w?du+A (7
$(t) = Bexp[— [ (re' () + D(w) — r(w) ) du] (8)
h(t) = Cexpl- [ (r@w) — 9 (W) du] (©)

Rodrigo y Mamon (2006) obtienen las ecuaciones (10), (11) y (12), considerando que A, By

C son constantes positivas de integracion, que la condicién de frontera al vencimiento es igual

A(TY(S7 = K)* = h(T) ($(1)S7 — 75) " = hOBII(Sy — KI* AP =1y K =

B=¢(T) =4 )
C=h(T)=¢ a
A=y =T. )

Sustituyendo el valor de las constantes, Rodrigo y Mamon (2006) llegan a la solucion clasica

de BSM (1973) con parametros variantes en el tiempo.

V(S,t) = SN(d,) — Kexp [-1.(T = H)N(d_) (13)
In 5/— + rciacz/ (T-t)
dy = ( K)gcgf_al/:) : (14)
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3.2. Modelo Browniano Fraccional Estandar

Njamen y Djeutcha (2017) modelaron la dependencia de largo alcance de los rendimientos
de los activos utilizando el Movimiento Browniano Fraccionario.

La idea de que las rentabilidades bursatiles pudieran exhibir una dependencia de largo alcance
fue sugerida por primera vez por Mandelbrot (1968). EI Movimiento Browniano Fraccionario,
conocido por sus siglas como FBM (Fractional Brownian Motion) es un proceso gaussiano el cual
no se comporta como semimartingala con dependencia de largo alcance e incrementos dependientes
entre si. Otra caracteristica importante de este proceso es su dependencia de un parametro Hurst,
comunmente utilizado como una medida de previsibilidad del mercado. La previsibilidad del mercado
puede resultar de la dependencia de los rendimientos, de acuerdo con lo sefialado por Peters (1996)

si una serie temporal tiene un alto exponente Hurst (H), entonces el stock serd menos arriesgado.

Biagini et al. (2008) sefialan las propiedades mas importantes asociadas con el Movimiento

Browniano Fraccional.

Proposicién 1 Sea B un Movimiento Browniano Fraccional Estandar, con O<H<1:

Cuando H =0.5, el proceso coincide con un Movimiento Browniano Estandar.

Cuando H # 0.5, el proceso no es una semimartingala.

Cuando H > 0.5, el Movimiento Browniano tiene una dependencia de largo plazo, en

contraste si H < 0.5, la dependencia es de corto plazo.

Njamen y Djeutcha (2017) definen el proceso que sigue el subyacente en el tiempo (S;) de la

siguiente manera:

S = Spexp (,ut + 0By (t) — %aztm) (15)

En este contexto a u se le conoce como deriva, y representa de la tasa de crecimiento
promedio del precio del activo, y o es la volatilidad del subyacente, mide la fluctuacién en el precio
del activo financiero bajo estudio. Los supuestos de este modelo son lo siguientes:

1) Latrayectoria del valor del subyacente se modela como se muestra en la ecuacion (15), donde

{By(t)} es un movimiento browniano fraccional estandar.

2) No se pagan dividendos durante la vigencia del contrato de la opcion.
3) El mercado es perfecto y eficiente.

4) No existen costos de transaccion.
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5) Latasa de interés libre de riesgo se considera constante y conocida.
6) La opcion es de tipo europeo.
7) Las fluctuaciones en el precio del activo subyacente se comportan como una funcién

lognormal.

De conformidad con los supuestos enumerados anteriormente, la ecuacion diferencial
fraccional del modelo de Black y Scholes que describe el valor de la prima de la opcion, es parabdlica
tipo dos, por lo cual resulta necesario establecer las condiciones iniciales y finales en el tiempo asi

como en el espacio.

Teorema 1 Bajo las condiciones 1) a 7), la ecuacion de Black y Scholes bajo un movimiento

browniano fraccional es:

rStZ—Z(S, t) + Z—‘:(s, t) + Ht?H 1528

5 0%V

= O -1V=0 (16)

El precio tedrico de la opcion, que brinda el derecho pero no la obligacion de comprar el
activo subyacente al precio de ejercicio (K) al vencimiento del contrato (T), se define como:
max(S — K,0) 17)

Lo cual brinda la esperanza bajo la probabilidad neutral al riesgo de que el valor actualizado

de la opcion de compra (call) sea:
C(S,t) = E(pago X e™™T) (18)

La solucion analitica de la ecuacion (16) de una opcién call europea con vencimiento en el

tiempo t € [0, T] se encuentra dada por:
C(S,t) = SF (dfﬂ) — Ke TT-OF (d%ﬂ) (19)

Tal que F es la funcion de distribucion ' (0,1) evaluada en d, es decir:

F(d) = e~% ds (20)

1 d
727 oo

Los valores de df” y d%” y Ayde acuerdo con Njamen y Djeutcha (2017) son:
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ln(£)+(r+ATHaz)(T—t)

An _ "Mk
e ) @D
p)
d;H _ ln(%)+(r—THaz)(T—t) (22)
O'N/AH(T—(T)
Ay = 2Ht?H-1 (23)

3.3 Derivadas Conformables

Las derivadas fraccionales surgen de la inquietud de generalizar la nocion de la diferenciacion
an - , . ., o
de KZ de orden “n” de un nimero entero a no entero, donde “n” puede ser una fraccion, un irracional,

complejo o bien una funcién real o compleja.

Khalil, Al Horani, Yousef y Sababheh (2014) presentan una nueva definicion de la derivada
fraccional cuyo objetivo es facilitar los céalculos, adicionalmente enuncian que las derivadas
fraccionales para 0 < a < 1, son locales por naturaleza. Asimismo, establecen que dada una funcién
f:[0,00) > Ryt >0, la derivada fraccional conformable de f de orden a se encuentra definida

1-ay_
como: T, (f)(t) = lims_)of(”“f)f(t)

paratodat>0y a e (0,1).
Si fes a-diferenciable en algiin (0, a), a > 0,y el lim,_, o+ f *(t) existe, es definida f () (0) =

lim,_,o+f O (t).

De acuerdo con Anderson, Camrud y Ulness (2019), si la derivada fraccional conformable,
denotada como f*(t) o T,(f)(t), existe, se dice que es a-diferenciable, derivado de lo anterior

presentan el siguiente teorema.

Teorema 1. Si una funcion f:[0,©)R; fes a-diferenciable ent, > 0, « € (0,1], entonces

f es continua en t,. Adicionalmente, si f es diferenciable, entonces T, (f)(t) = t17¢ Z—’: (t).

Con el propdsito de analizar la equivalencia entre las derivadas conformables y fraccionales,
a
Anderson et al. (2019) aplican Gnicamente un cambio de variable, tal que u = % llegando al mismo

resultado que Khalil et al. (2014):

Def(x) = xl_“% (24)
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Sea entonces:
xl-a of (x) — xl-a of(w) ou _ xl-a 6f(u)xa_1 _ af (w) (25)

ox ou " ox ou ou

Los pasos que siguen Anderson et. al (2019) para transformar una ecuacion diferencial lineal
de segundo orden, conocida por sus siglas como SOLDE (Second order linear diferential equation)

tradicional en una conformable, mediante el cambio de variable son los siguientes.

a

X
Seau-;ydx

a _ _
= = x*=1 porlo cual, du = x* dx.

%y(w)

se obtiene:
ou

Si se calcula la segunda derivada de

d?y(w) d <dy(u)> _d dy(%) dx

du  du\ du | du dx ‘du

M(dx)z M (%)

dx d?x _ L2a2 d?y(u) N dy(u) d*x _
dx? \du dx

du? dx? dx “du?

2 R a
x2a-2 a‘yw) +(1- a)x—axl—ady_(u) = Crqy (x_) (26)

dx? dx a

De la ecuacion (26) se desprende la expresion que se muestra a continuacion.

. a 2
Cray (%) = x20-24Y0 (1—a)x12%e dyQw) (27)

dx? dx

Finalmente, Anderson et. al (2019) muestran como se expresaria la ecuacion diferencial

conformable lineal de segundo orden.

p(2) Ceay () + 0 () 0y () + 7 (2) 7 (2) =5 (D) 9
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Capitulo 4

Modelo Propuesto

Como se menciond anteriormente, el objetivo de este trabajo es resolver la ecuacion
diferencial parcial de Black, Scholes y Merton (1973) tomando como referencia el modelo de Rodrigo
y Mamon (2006), incluyendo el cambio de variable propuesto por Anderson et. al (2019), con el
objetivo de obtener una ecuacion a través de la cual se valGen las opciones call europeas con
parametros variantes en el tiempo e incorpore factores no considerados en el modelo tradicional,
mediante la aplicacion de las derivadas conformables, como son, entre otros, el efecto de la
incertidumbre en la economia provocada por los cambios en las variables micro y macroeconémicas,

la toma de decisiones irracional de los inversionistas y los costos de transaccion.

4.1. Resolucion de la Ecuacion de Black, Scholes y Merton mediante derivadas
conformables

Siguiendo la propuesta de Anderson et al. (2019), con el propdsito de resolver la ecuacién

diferencial parcial estocéstica tradicional de BSM (1973), se va a realizar el cambio de variable en el
parametro del subyacente, de forma que u = % y g—: =815 9u=5%19S,talque 0 < a < 1,

tal que la primera derivada de la funcion de u de la opcidn con respecto a u es igual a:

of (—Sa)
of (w) o) 95 _ c1-a (W) _ af
ou ~ as ‘ou S as DEF(S). (29)

Posteriormente, se calculé la segunda derivada de la funcion de u, con respecto a u,

. . . se I ..
incorporando nuevamente el cambio de variable u = —.se Ilega a la siguiente expresion.

W _ 0 (orw) _ o (orw asy 9 (osyP UG 0 a8y _ oty ofw o's

auz ~ ou\ ou /  ou\ as ‘ou 852 ou s " ou \du u? du " ou?
_5 0%f(u oy Of(U
g2a-2 61;(2)+(1_a)51 2a J;(S) (30)

Si estas derivadas se sustituyen en la ecuacion original desarrollada por Black, Scholes y

Merton (1973), la ecuacion diferencial parcial estaria representada como se muestra en seguida:

22



of 1-a 9@\ | 1 202 (c2a-29* /W) _ 1-2¢ WY o _
T rs(s1al) 4 20257 (202 2L 4 (1 — g)s1-2¢ L) _pp = (31)

. .. A sa -, Y
Bajo lo cual, al efectuar la transformacion del subyacente:S = (;) la solucion a la ecuacion

diferencial estocéstica modificada es la siguiente:

C (§ t) = $N(dy) — Ke TN (d,) (32)
Donde:
1n(§)+( +"72(T—t)>
dl = am (33)
Reescribiendo lo anterior:
ln(%)+<r+%2(T—t)>
dl = Jm (35)
Al aplicar las propiedades de los logaritmos, a las ecuaciones (35) y (36):
aln(S)—ln(aK)+(r+%2(T—t)>
d, = (37)

PNGED)
dy=d, — /(T — 0 (38)

4.2. Incorporacion de la dependencia de los pardmetros con respecto al tiempo

Adicionalmente, si el resultado de la subseccidn 4.1 se introduce a la ecuacién diferencial
estocastica conformable y la dependencia del valor de los pardmetros con respecto al tiempo, se

obtendrian las siguientes funciones.

V(S,t) = h(t)V (S, T) (39)
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S=omi (40)
£ = (o). (41)

La ecuacion diferencial parcial estocéstica que representaria la funcion diferencial estocéstica
modificada seria la siguiente.

v )2 /s%\2 92y S gy

=+ (;) S+ () - DI - () =0 (42)
Con condicién terminal.

V(S,T) = max(S7 — K,0) (43)

Donde K es el precio de ejercicio al tiempo T 'y S > 0 es el precio del subyacente en el tiempo
t. Los parametros o, (volatilidad del subyacente constante), 7, (tasa libre de riesgo constante) y K se

asumen positivosy £ = T cuando t = T.

Posteriormente se replicd el procedimiento efectuado por Rodrigo y Mamon (2006),
comenzado por derivar parcialmente la ecuacién (42), incorporando las transformaciones presentadas
en las ecuaciones (39), (40) y (41) hasta igualar las derivadas parciales a los pardmetros constantes

de la ecuacion original de Black, Scholes y Merton (2006) se obtienen los siguientes resultados.

a(t)%(t)z(f)z 2 w2 g2

—e -2t (T) =38 (44
OO ) s <4s>
oo ®

Una vez que se agrupan los términos, se integran y despejan de las ecuaciones (44), (45) y
(46) las funciones mediante las cuales se calcularian los valores del subyacente, del tiempo y de la

prima de la opcion.

= K
S=——e
K

i Ea(v)—r(v))dv] a
ft (a% 5; (47)

YO =t=—=[ o@)dv+4A (48)
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$() =B e[_ ftT(TCIP'(V)—T(v))dv] ”

h(t) = Cexp[~ [! (r(v) — r.y' (v))dv] (50)

Siguiendo el mismo procedimiento presentado en la seccion 3.1 del presente trabajo, los
valores del precio de ejercicio (K) y de las constantes de integracion son los siguientes:

K= % (51)
B=¢(T) =1 (52)
C=hT)=x (53)
A=y =T. (54)

Posteriormente, se procedié a determinar las funciones que representan la dependencia de la
tasa libre de riesgo y de la volatilidad del precio del subyacente con respecto al tiempo, a través del

programa RStudio, se concluy6 que las expresiones cuadraticas hacen una buena aproximacion.

o(u) = a(t) = 0,t? + oyt + 0y (55)
r(w) =r(t) =rt? +nt+r, (56)
a(t)? = g2t + o2t? + 0 + 20,0,t3 + 20,00t + 20,0,t> (57)

Las funciones cuadréaticas mostradas en las ecuaciones (55) a (57), se integraron a la ecuacion

(47), obteniendo con ello la solucién del subyacente.

=_K _s“
S=—%—=x*exp
K «a

3 2 3 2
—%(;—i(oz—rz>)—%(,j—i(al—m)—T<;—§<ao—ro>>+%<§—§(az—rz))%(;—j(al—n))+t<;—§(oo—ro))] (58)

Al aplicar las funciones cuadraticas de la volatilidad del subyacente y de la tasa libre de riesgo

se obtiene la resolucion de la ecuacion (48), obteniendo el siguiente resultado.

t=y@) = —Uicz[azz (T?S_§) + of (%3—2—3) + 0¢(T — t) + 20,0, (Tf—g) + 20,0 (T?z—
tz—z) + 20,0 (T3—3 — %) + 7_"]. (59)

Para obtener el valor de ¢(t) es necesario derivar y(t), e incorporar las funciones

polinémicas de la volatilidad.
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P'(t) = % [02t* + 02t% + 0¢ + 20,0,t3 + 20,00t + 20,0,t?] (60)
c

con lo cual se obtiene el valor de ¢(t) al vencimiento del contrato de la opcion call europea.

() =5 (61)
De las ecuaciones (54) y (64) se puede despejar el valor de K.
K= ¢(T)K _ Kexp[(;—%022)(%5)+(22—20201)(T4—4)+(r2+2—§+2;—%0200)(2—3)+(2r10100)(T2—2)+r0(T)] (62)

Al conjuntar los resultados de las integrales conformables, con los obtenidos en esta seccion
la solucidn a la ecuacion de Black, Scholes y Merton modificada se encuentra dada por:

V(s t) = %exp 7(s,t) (63)

_ ftT <r(u) - %a(u)) du

Con lo cual se puede expresar la solucion de V(S,t) de la forma tradicional como lo
efectuaron BSM (1973).

V(S,©) =SN(dy) — Ke " T-DN(d,) (64)

ln(%)+(rc+%%(7_"—ﬂ>

dl = Ucm (65)
d2=d1—0'c T_f (66)
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Capitulo 5

Analisis Empirico

A pesar de que se han realizado muchas modificaciones al modelo de BSM, en muy pocas
investigaciones han llevado a cabo andlisis empirico con el propésito de probar sus resultados.
Aunque como es presentado por Hull (2006), el modelo tradicional de BSM (1973) a pesar de su
facilidad de aplicacion y de ser una herramienta Gtil para el calculo de la prima de las opciones, los
resultados obtenidos de dicho modelo no resultan adecuados, particularmente en los paises
emergentes.

En la presente investigacion se consider6 una muestra de Opciones Europeas call sobre
acciones, las cuales fueron listadas el 3 de noviembre de 2020 en el Mercado Mexicano de Derivados
(MexDer), las entidades emisoras de las opciones se presentan en la Tabla 1.

Tabla 1. Empresas mexicanas cuyas acciones cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores que
conforman la muestra

Alfa, S. AB.de C. V. Grupo Aeroportuario del Centro Norte, S.A.B.
de C.V.

Ameérica Movil, S.A.B. de C.V. Grupo México, S.A.B. de C.V.

Grupo Bimbo, S.A.B. de C.V. Orbia Advance Corporation, S.A.B. de C.V.

Cemex, S.A.B.de C.V. Grupo Aeroportuario del Sureste, S.A.B. de
C.V.

Grupo Aeroportuario del Pacifico, S.A.B. de C.V. Industrias Pefioles, S.A.B. de C.V.

Coca-Cola FEMSA, S.A.B. de C.V. GMexico Transportes, S.A.B. de C.V.

Fomento Econdmico Mexicano, S.A.B. de C.V. Grupo Televisa, S.A.B.

Gruma, S.A.B. de C.V. Walmart Inc.

De acuerdo con la informacién publica emitida por el MexDer y la Bolsa Mexicana de
Valores, cada vez que se realiza una emisién de opciones, se publican las acciones sobre las cuales
se efectuaran los contratos, cinco dias habiles antes de la fecha de la negociacion del precio (prima)
de las opciones. Para la obtencién del valor final del contrato se toma el precio de cierre del valor del
subyacente el dia de la negociacion y el precio de ejercicio sera equivalente al Gltimo precio de cierre
de la accion del dia habil inmediatamente anterior a la negociacion. La puja parte inicialmente de
valor obtenido mediante la aplicacion del modelo tradicional de BSM (1973). La presentacion de
posturas para la celebracion de Contratos de Opcion se reflejara en fluctuaciones minimas de la prima
de $0.01 (un centavo de peso mexicano).

Es importante mencionar que las acciones de estos corporativos deben cotizar en la Bolsa

Mexicana de Valores.
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Cada una de las opciones de la muestra tienen 5 precios de ejercicio para cada contrato, los
cuales tienen vencimientos a 17, 45, 136, y 228 dias. La prima de la opcidn call europea a la que se
vendid cada uno de los contratos en el MexDer se obtuvo en tiempo real a través de la plataforma de
Bloomberg. Para llevar a cabo el analisis de las series de tiempo de los parametros de los rendimientos
de cada una de las acciones de la muestra, la tasa libre de riesgo (Cetes a 28 dias), las volatilidades
de los rendimientos, etc. Se tomo el periodo comprendido del 2 de enero de 2017 a 3 de noviembre
de 2020, cuya periodicidad de la informacidn es diaria, con el objetivo de estimar los polinomios de
segundo grado que representaran en mayor medida la relacion entre su comportamiento y el tiempo.
Este procedimiento se realizé en dos etapas:

1) Primeramente, se estim6 el proceso GRJ-GARCH (1,1), Glosten, Jagannathan y Runkle
(1993), con innovaciones de t de student sesgadas, para cada uno de los rendimientos de los
activos de los subyacentes.

2) Una vez que se obtuvieron las funciones cuadréaticas, éstas se utilizaron para resolver la
ecuacion conformable de Black-Scholes con pardmetros variantes en el tiempo.

Con mayor precision, se consideraron los rendimientos logaritmicos de cada activo definido como
1 = Vlog (S;), como usualmente se determina en finanzas (Cont (2001), Tsay (2005) y Campbell
(1997)). Se estimé el modelo:
Tt = Op&,
0f =+ ayreg +yré + oty

é‘tNStv

Utilizando el paquete rugarch (Ghalanos (2022)) mediante el método de maxima
verosimilitud en el leguaje de R para estadistica computacional (R Core Team (2021)). Como
resultado de este procedimiento de estimacion, se estimé el proceso de volatilidad para cada activo
62. Si se denota r, como la tasa libre de riesgo, posteriormente utilizando le método de optimizacion
lineal simple se llegan a los resultados siguientes.

6 = a+ ayt + at? +u,
e = Bo + Bit + Bot? + vy

Para sustentar lo anterior, se efectuaron pruebas para analizar la presencia de efectos ARCH
en las series, utilizando la prueba de multiplicadores de Lagrange (Engle (1982)). En todas las series
se rechazo la hipétesis nula de que no existieran efectos ARCH con un nivel de significancia del 1%
con p-values oscilando de 1.04 x 10-4 a 9.48 x 10-25. Una vez que se comprobd la existencia de
efectos ARCH en las series, a pesar de la eficiencia semifuerte en los mercados, se estimaron los

mismos modelos para cada serie. Tradicionalmente, en econometria o en analisis de series de tiempo

28



se aplican diversas pruebas de bondad de ajuste para cada serie con el propdsito de evaluar el ajuste
de cada modelo. Por ejemplo, el nivel de significancia del estadistico de los coeficientes es revisado
y el modelo es reestimado como se requiera para hacerlo mas parsimonioso. Adicionalmente, las
pruebas de diagndstico, como son las de desviacién (Positivas 0 Negativas), las de diagndstico de
estabilidad (como lo es la prueba de Nyblom) son utilizadas hasta encontrar el “mejor modelo”, el
cual es construido subsecuentemente en cada serie.

El objetivo principal de la aplicacién de la econometria es capturar todos los eventos
importantes de la serie de tiempo, para pronosticarlos, asi como efectuar relaciones de inferencia
entre series. No obstante, el objetivo de esta investigacion es diferente, ya que Unicamente se aplico
el proceso GJR-GARCH en orden de obtener el proceso de la varianza condicional o?. Mediante este
modelo se efectud una buena aproximacion de la varianza de los rendimientos del subyacente,
buscando que las estimaciones de los pardmetros sean consistentes, y que el modelo en general sea
capaz de abarcar los diferentes comportamientos de la serie modelada. La razon por la cual se aplicé
el proceso GJR-GARCH, el cual es asimétrico, (a pesar de que la serie del activo subyacente no
muestre caracteristicas asimétricas, por consecuencia, no pasa las pruebas de sesgo); sin embargo, la
estimacion de los parametros sigue siendo consistente y, por lo tanto, la estimacion de la varianza del
subyacente presenta cambios insignificantes. Adicionalmente, es una practica comun verificar los
supuestos de distribucién del modelo. En este trabajo, se asumié una distribucion t sesgada que puede
ajustar algunas series; pero a otras no; no obstante, en los casos en los que esta distribucion no efectue
un buen ajuste, la estimacién se convierte en un proceso de cuasi-maxima verosimilitud que, en la
mayoria de los casos, también arroja estimaciones consistentes de los pardmetros y, en consecuencia,
del proceso de la varianza.

Como ilustracién de estas caracteristicas, se puede tomar el caso de Grupo México para el
cual la prueba de ARCH reporta un p_value de 5.92 x 10 que rechaza sélidamente la ausencia de
heterocedasticidad.

Ajustando el GJR-GARCH, se obtuvo un p_value de 0.7664 para la prueba de sesgo en el
signo; de 0.574 para la prueba de sesgo en el signo negativo; de 0.4870 para la prueba de sesgo en el
signo positivo y, finalmente, 0.6880 para la prueba de sesgo en el signo conjunto. Todos estos
resultados indican que la serie esta mejor modelada por un proceso GARCH simétrico, desde un punto
de vista econométrico. No obstante, siendo consistente la estimacién de cuasi-verosimilitud, las
varianzas estimadas son virtualmente indistinguibles. La Figura 1 muestra las varianzas estimadas
bajo los dos modelos: el GIR-GARCH con innovaciones t sesgadas y el modelo GARCH simple con

errores normalmente distribuidos. Todos los diagnosticos apuntan al segundo como mejor modelo.
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Figura 1. Proceso de varianza estimada mediante dos especificaciones: el GRJ-GARCH con innovaciones t sesgadas y el
modelo simple de GARCH con errores normalmente distribuidos. A pesar de todos los diagnésticos que apuntan al segundo

proceso, la varianza estimada es indistinguible.

Una vez que se estimaron los modelos GJIR-GARCH vy los polinomios cuadréticos de los
parametros dependientes del tiempo, se resolvid la Ecuacion de BS conformable. Con el fin de
establecer una comparacion significativa con otros modelos, se consideraron el modelo BSM
tradicional y el modelo basado en el movimiento browniano fraccional. Se estimo el pardametro de la
derivada conformable a« minimizando el diferencial en precios entre los valores arrojados por el
modelo y el precio de mercado, es decir, resolviendo el problema.

min{|V,(S,t) =V (S, t)|; a € (0,1)}
Donde V,, (S, t) es el precio del call resultante de la ecuacion (67) con parametro conformable a y
V(S,t) es la prima de mercado observada. Se resolvid un problema analogo para estimar el indice H
de Hurst.

La Tabla 2 muestra la informacion base de las firmas que componen la muestra, incluyendo
el ramo en el cual cotizan dentro de la Bolsa Mexicana de Valores (utilizando Unicamente industria y
sector), el precio de cierre de la accion a la fecha del contrato de la opcién, el rango de precios para
la opcidn call la volatilidad implicita del contrato de la opcién y la volatilidad estacionaria estimada
con el proceso GJIR-GARCH(1,1).

La Figura 2 muestra los errores de cada modelo para todas las empresas incluidas en el estudio
en funcion del tiempo hasta el vencimiento de las opciones. Las lineas azul y naranja comparten el
eje vertical izquierdo, mientras que la linea verde oliva esta indexada al eje y derecho. Como se puede
observar, los ejes tienen escalas muy diferentes en todos los casos, 1o que demuestra de inmediato

que el modelo BSM conformable es mas flexible que las alternativas clasicas y produce una
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valoracion méas precisa. Cabe sefialar que no parece existir ningln patron sistematico de
sobrevaloracion o infravaloracion por parte del modelo de BSM conformable.

Los casos en los cuales los errores del modelo de BSM conformable parecen compartir una
caracteristica comun, es cuando el precio del activo subyacente difiere ampliamente del precio de
ejercicio de la opcion que se esta valorando. Incluso en estos casos, el modelo de BSM conformable
rara vez es superado por el BSM tradicional o el BSM fraccional. A pesar de que el diferencial es
razonable, ya que al existir una mayor brecha entre el precio actual de las acciones y el de la opcion
estimada, implica que las expectativas de los inversores entran en juego de manera importante y este
comportamiento especulativo no es capturado por el proceso de volatilidad constante.

La Tabla 3 muestra el promedio, la media y el maximo que alcanzan los errores en los
diferentes modelos. En esta tabla, se conjuntan los cuatro vencimientos de los contratos. Como se
puede observar, la magnitud de los errores es mucho menor en el modelo de BSM conformable de
forma consistente en todas las empresas incluidas en el analisis. Los cual es consecuencia de la
flexibilidad que ofrece el parametro de la derivada conformable «, asi como los parametros
dependientes del tiempo.

La Figura 3 muestra la dispersion de los valores estimados para el parametro de la derivada
conformable « agrupados por sector. Cabe destacar que mayores vencimientos implican una menor
dispersion en la estimacion que es heterocedastica en la industria. Particularmente, los sectores de
consumo basico, materiales e industrial presentan la mayor volatilidad en todos los casos, mientras
gue el de servicios de comunicacion es el mas volatil en el largo plazo. Es importante resaltar que el
valor de a en la mayor parte de los casos es muy cercano 1, en cuyo caso el modelo BSM conformable
es el BSM tradicional. Es importante recalcar que el modelo de BSM conformable funciond mejor
para empresas y vencimientos con a entre 0.75y 0.96, lo que sugiere que solo se necesita una ligera

desviacion del BSM clasico para mejorar significativamente el ajuste.
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Figura 2. Porcentaje de error para cada empresa (eje x), modelo y precio de mercado. La lineas azules corresponden al
modelo de BSM tradicional, la linea naranja al Movimiento Browniano Fraccional y la linea verde oliva al BSM
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- ) S—— Stock Price on Price Range for the Implicit Market - . Lo
Firm Industry Sector (GICS) Expiration Date (USD) Option (USD) Volatility GJR-GARCH Volatility
Alsea, 5AB de. C. V. Consumer Discretionary Restaurants 19.08 17-11 1.51% 3.56%
e ameil Wireless
América NE‘U' S.AB. de Communication Services Telecommunication 1517 12-14 0.89% 4.10%
o Services
Grupo Bimbo S.A.B. de Consumer Staples Packaged Foods and 245 38-46 212% 2.79%
CV. Meats
Cemex 5.A.B. de C.V. Materials Construction Materials 877 8-10 1.69% 1.05%
G;zz%;“;’g%ﬂznégfl Industrial Airport Services 218.75 170-190 2.49% 1.22%
Coc‘a—CoéaEl::et:sa SAB. Consumer Staples Soft Drinks 82.10 70-50 1.04% 1.11%
Fomento Econémico Consumer Staples Alcoholic Beverages 115.34 110-125 1.08 % 1.14%
Mexicano S.AB. de C.V. A JHapies Tages - ’ )
G‘“gf‘:{%j{;‘;“éﬂ‘f_rles Transportation Railroads 21.25 22-30 1.67 % 043 %
Grupo Lala S.AB. de Consumer Staples and ) " N
Cv. Packaged Foods Meats 12.66 816 1.0% 1.39 %
Grupo Aeroportuario del
Centro Norte S.AB. de C. Industrials Airport Services 100.79 90-110 3.84% 1.29%
.
Grupo Méxmlz- S.A.B. de Materials Dlt'crs:llcd_Ma{cria.s 61.68 4250 1.79% 1.22%
CW and Mining
Orbia Advance
Corporation S.AB. de Materials Commodity Chemicals 37.26 32-38 1.18% 1.26%
V.
Grupo Aeroportuario del ) . . R o
. . s _ 3491, 379, 0
Sureste SAB. deC. V. Industrials Airport Services 327.37 210-230 1.34% 2.37%%
Industrias Pefioles 5.A.B. . Precious Metals and
fausirias Tenoles Materials reclous Velals an 333.98 320-380 190% 281%
de C.V. Minerals
Grupo Televisa SAB.  Communication Services Cable and Satelite 28.25 24-32 217% 1.63%
Walmart de México . y Hypermarkets and - - , -
- ST = o - 3054.4 50-5 A2% 3.56%
SAB deCV. Consumer Staples Super Centers 3054.45 50-58 1.42 56%
Tabla 2. Datos descriptivos y estadisticas por cada corporativo que componen la muestra
Mean Median Max
Maodel BSM CBSM fBSM BSM CBSM fBSM BSM CBSM fBSM
Firm
Alsea 2.2011% 0.0000% 0.4439% 1.2171% 0.0000% 0.0000% 12.1989% 0.0000% 3.9220%
América Mavil 6.0480% 0.0001% 0.5273% 4.0211% 0.0000% 0.0007% 29.8127% 0.0008% 5.5578%
Bimbo 1.9798% 0.0251% 11.9321% 1.6125% 0.0000% 0.0000% 0.5929% 0.0000% 159.5435%
Cemex 0.0819% 0.0026% 46.6565% 0.1854% (L0000 4.2657% 0.9442% 0.0034% 703,948
Coca Cola Femsa 2 48K1% 0.0035% 90.2049% 1.2365% 0.0001% 0.0021% 0.0243% 0.0519% 906.5598%
Femsa 4.5734% 0.0028% 379.2278% 1.3620% 0.0001% 0.0025% 0.0971% 0.0390% 7229.0118%
Grupo Aeroportuario Centro Del Norte 0.3063% 0.0752% 3.2827% 0.2084% (LO0BEY 0.3010% 0.9111% 0.5211%
Grupo Aeroportuario Del Pacifico 39.3931% 0.0476% 0.4437% 7.0531% 0.0000% 0.0000% 3.8737%
Grupo Aeroportuario Del Sureste 493 4705% 0.0311% 2.7148% 11.3131% 0.0000% 2.2531%
Grupo Lala 0.6511% 0.0336% 122.5084% 0.1883% 0.0000% 0.9983%
Grupo Mexicano De Transportes 0.8386% 0.1899% 229.5076% 0.9933% 0.0001% 1.0000%
Grupo México —0.3340% —0.0010% 0.0069% —0.3033% —0.0004% —0.0001% 0.0121%
Orbia —2.3285% 0.0023% 214.7498% —1.6844% 1.2961% —0.1739% 2642.7659%
Pefioles —3.9684% 0.0008% 106.3420% —1.6802% 0.0009% —0.2050% 0.0140% 1866.8535%
Televisa —1.2619% 0.0429% 56.3791% —1.3056% 0.1331% 0.0876% 0.8513% 929.9902%
Walmart —1855.4816% —0.1556%  —1770.1676%  —1170.4865% —1017.0738%  —582.6037% 0.3518% 0.0000%

Tabla 3. Error acumulado el diferencial del precio de mercado de las primas de las opciones y el resultado de los modelos,

calculado para los cuatro vencimientos de los contratos de opciones y los cinco precios de ejercicio.
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Conclusiones

El analisis empirico llevado a cabo en la presente investigacion sugiere que el modelo de
Black-Scholes-Merton conformable puede proporcionar un ajuste superior para valorar las opciones
de compra europeas en comparacion con los modelos de BSM tradicional y el Movimiento Browniano
Fraccional. De hecho, de conformidad con el estudio de las simulaciones, el BSM conformable
proporciono el mejor ajuste en més del 90% de los casos. Cabe destacar, que nuestra apreciacion de
este resultado es Unicamente preliminar. De hecho, para poderlo asegurar bajo cierto nivel de
confianza, se requiere de un procedimiento estadistico mas robusto que se deja abierto para futuras
investigaciones.

Otro aspecto que cabe resaltar es que en los modelos de fijacion de precios de activos es el
de los costos de transaccion. En este caso particular, estos costos no fueron modelados
explicitamente; pero la bondad de ajuste que se observa sugiere que la flexibilidad implicita en el
uso del operador de la derivada conformable y los pardmetros variantes en el tiempo, con lo cual se
logré capturar, al menos parcialmente, tales efectos.

Esta mayor aproximacion proviene de la capacidad del modelo para ajustar en mayor medida
el valor de V (S, t) localmente, al permitir cierta curvatura en su aproximacion. Dicha curvatura es
auto inducida por los términos de potencia de la forma S1~% los cuales aparecen en la ecuacion del
modelo de BSM conformable. Como se mencion6 anteriormente, los valores del parametro
conformable en la vecindad de 0.8 parecen funcionar apropiadamente en la mayoria de las
simulaciones, aunque en el 10% de los estudios no brindd un buen resultado.

Resulta importante destacar, que el modelo fallé es en el caso de las opciones que se pudieran
catalogar como fuertemente especulativas, es decir, aquéllas cuyo precio de ejercicio difiere
ampliamente del precio de la accion subyacente. Bajo esas circunstancias los modelos que se basan
en el comportamiento pasado, de igual forma arrojaron resultados inadecuados, lo cual se puede
constatar en la aplicacion del modelo GJR-GARCH, ya que éste no captura adecuadamente la
volatilidad implicita para esas mismas acciones.

Adicionalmente, es adecuado precisar que el Mercado Financiero Mexicano aun no se
encuentra plenamente desarrollado, no es un mercado pulverizado, ya que todavia existe una alta
concentracion de capital en unas cuantas familias, que incluso en la actualidad temen perder el control
del capital, asimismo, a pesar de que los corporativos participan en el mercado de valores, el capital

de los grupos econdmicos mas grandes pertenece a una sola familia en proporciones no menores al
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60%-70%, en la mayor parte de los casos” (Salas-Porras,19924). Mientras que, en Estados Unidos de
Norteamérica, la Securitie and Exchange Commission (SEC) no permite que un individuo o un grupo
de individuos relacionados con la corporacion detenten mas 10% de las acciones con derecho a voto
0 si detentan méas de 5% del capital y poseen una fuerte participacién en el consejo de administracion
de la compaiiia, éstas son sancionadas y no se les permite cotizar en las bolsas de valores®”.

El proceso de bursatilizacion en México se encuentra muy retrasado en relacion con el que
se observa en los paises industrializados, lo cual no resulta inesperado, dadas las peculiaridades del
desarrollo capitalista en México. De conformidad con la informacion contenida en el Anuario
Financiero de 2020 publicado por la Bolsa Mexicana de Valores (BMV), actualmente el 53% de las
entidades no financieras que cotizan en dicha bolsa tienen como director general a un pariente del
propietario, en tanto que el 19% tienen como propietario y director a la misma persona. Es decir, en
el 72% de estas entidades no existe independencia entre propietario y director.

Si lo anterior, se a una, entre otros causales el crimen organizado, la violencia y la
inseguridad, junto con la reciente crisis econdémica, se acentlan la falta de interrelacion entre las
empresas Y las instituciones financieras. Lo que conlleva a que México sea considerada una economia
emergente cuya eficiencia de los mercados es semi-fuerte. Resulta altamente probable que todos estos
factores sean, entre otras causas lo que ocasiones que los modelos financieros y econémicos
tradicionales no brinden un buen ajuste, particularmente el modelo de BSM tradicional.

Es importante destacar que, algunos investigadores han aplicado el calculo conformable para
resolver la ecuacion de BSM tradicional, quienes en su mayoria han utilizado el método de
perturbaciones de homotopia, conocido por sus siglas en inglés como (HPM), asi como el método de
descomposicion de Adomian (por sus siglas en inglés como ADM). Por el contrario, en la presente
investigacion se resolvié la ecuaciéon BSM utilizando el operador de la derivada conformable sobre
el parametro del subyacente. Finalmente es valioso sefialar, que este es el primer estudio, del cual se
tenga conocimiento, que presenta una aplicacion empirica de los resultados y una comparacién
practica entre diferentes modelos.

En investigaciones futuras se pueden aplicar las derivadas conformables mas generales con
maés dimensiones, asi como otro tipo de derivadas de orden no entero, en la resolucién de la ecuacion

diferencial parcial de BSM (1973) e incorporar los costos de transaccion.

4 Salas-Porras, Alejandra. “Globalizacion y proceso corporativo de los grandes grupos econdmicos en México”. Revista
Mexicana de Sociologia. Vol. 54, No. 2 (Apr-Jun, 1992), pp. 133-162. Universidad Auténoma de México. México.
5 Useem, Michael, 1980, “Corporations and the corporate elite”, Ann. Rev. Sociol. 1980;6:41-77.
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