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Resumen. En el presente trabajo se muestra la determinacién de las mejores condiciones
de operacién para el proceso de produccion de PMMA grado inyeccién. Se ha considerado
el mecanismo de reaccidn via radicales libres para una polimerizacidon en masa. Se derivaron
y resolvieron los modelos matematicos para la simulacién de las dos etapas que conforman
el proceso continuo de produccién. Posteriormente, se formulé un modelo de optimizacion
multi-objetivo para obtener la solucién eficiente empleando el método de épsilon
restringida. Esta condicidon de operacion garantiza la generacién de un producto con la
calidad comercial deseada medida en términos del peso molecular promedio en peso, el
cual se obtuvo a partir del método de momentos. Se emplearon herramientas
computacionales para resolver los modelos algebraico-diferenciales y de programacion no
lineal que se generaron para el modelamiento y la optimizacién multi-objetivo,
respectivamente.
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1 Introduccion

En este capitulo se describe brevemente la importancia que tiene el Poli Metil Metacrilato
(PMMA) en la vida cotidiana, asi como del proceso de moldeo por inyeccion. Finalmente, se
enuncia el objetivo general del presente estudio.

1.1. Poli Metil Metacrilato (PMMA)

Es un polimero transparente con una gran resistencia a las inclemencias del tiempo vy al
rayado, asi como a los rayos UV. Es una alternativa econdémica al Policarbonato (PC), cuando
no se requiere que el material soporte esfuerzos extremos. Se puede producir en forma de
pellets y l[dminas. Los pellets son usados para el proceso de moldeo por inyeccién o
extrusion y las [dminas para el proceso de termoformado o para mecanizado.

1.2. Antecedentes Histdricos

El PMMA fue sintetizado por primera vez en 1877, sin embargo, en ese tiempo los polimeros
eran considerados simples productos secundarios sin ningln uso, razén por la cual eran
desechados. En 1901 Otto Rohm empezd la investigacion y desarrollo del PMMA. Después
de 30 afios, inicio la primera produccion de PMMA en forma de ldminas con su compafiia
R6hm GmbH. En 1934, registré el PMMA con el nombre de Plexiglas?.

Durante la Segunda Guerra Mundial, el PMMA fue utilizado para fabricar las cubiertas de
las cabinas de los aviones, por lo que su produccion aumenté considerablemente en los
Estados Unidos, Inglaterra y Alemania. Al finalizar la guerra, la demanda disminuyo, hasta
que fue utilizado en ciertas aplicaciones civiles, como son: faros, tubos de nedn, lentes de
seguridad y lentes de contacto.

1.3. Moldeo por inyeccion

El proceso data desde 1856, cuando E. Pelouze desarrollé una maquina que por medios
mecanicos o hidraulicos forzaba a un metal fundido a entrar en un dado. Fue después de la
guerra de sucesion cuando se empled este proceso para los termoplasticos, debido a una
escasez de marfil. En el afio 1868, la compaiiia productora de bolas de billar Phelan and
Collender ofrecié una gran recompensa a quien produjera un buen sustituto para el marfil.
Un afio mas tarde, John Wesley Hyatt inventd el celuloide para remplazar el marfil. En 1872,
John y su hermano lIsaiah patentaron un extrusor simple que consistia en un cilindro

1 Sigue siendo el nombre mas usado para el PMMA.



calentado por vapor, en émbolo hidraulico y una boquilla de descarga para extrudir barras
o tubos a partir de celuloide [iError! No se encuentra el origen de la referencia.].

Este proceso es muy popular ya que se pueden producir una gran variedad de piezas con
geometrias muy complejas. Durante este proceso, el esfuerzo térmico sobre el polimero es
muy alto, por lo que las propiedades del polimero son de gran importancia.

1.4. Objetivo General

EL objetivo general del presente trabajo consiste en desarrollar el esquema de simulaciény
calcular las condiciones dptimas de operacién para el proceso de produccién de PMMA
grado inyeccién.

Objetivos particulares.

1. Desarrollar los modelos matemadticos para la polimerizacién del MMA en masa para
la obtencion de PMMA grado inyeccion.

2. Validar el esquema de simulacion del proceso con datos reales encontrados en la
literatura.

3. Formular y resolver los modelos de optimizacién para determinar las mejores
condiciones de operacién para el proceso de produccién (masa) de grado acrilico.

Con la ayuda de la simulacién y los datos encontrados en la literatura, se puede:

e Obtener politicas Optimas de operacion para generar el producto con las
propiedades deseadas.

e Realizar analisis econdmicos y de proceso para observar la posibilidad de llevar esta
simulacidn a la practica en la industria.

e Realizar otros tipos de analisis que requieran de una simulacion, por ejemplo,
control, flexibilidad del proceso y seguridad del mismo.



2 Descripcion del proceso

Esta seccion tiene la finalidad de mostrar la descripcion del proceso de produccion de PMMA.
También se mencionan algunas limitaciones y alcances para los modelos que serdn
derivados para representar cada etapa del proceso.

El proceso a simular consiste de un reactor agitado con mezcla perfecta (CSTR) acoplado
con un reactor tubular (PFR)?Y, y el producto final se recupera a la salida de este reactor (ver
Figura 2.1).

En el CSTR la polimerizacion es llevada hasta una conversién menor al 50 %. La reaccién no
se puede llevar a cabo a mayores conversiones, porque la viscosidad seria muy alta y
pueden ocurrir varios problemas con la transferencia de calor y la descarga del producto
fuera del reactor. Dentro del CSTR, se alcanzan condiciones isotérmicas debido al equilibrio
liquido-vapor que se alcanza en ellos [1]. También es usado como una forma de reducir el
gradiente de viscosidad radial y el aumento en la viscosidad [3].

En el reactor tubular, la reaccién puede llevarse a cabo hasta conversiones del 80% al 90%,
dependiendo del diseio del reactor. Se hard la suposicion del perfil Poiseuille, ya que se ha
comprobado que es la mejor representacion para el proceso hidraulico en esta
polimerizacién [4], que iguala el mezclado radial caracteristico del PFR, mejorando la
transferencia de calor entre la regidn del fluido reaccionante y la pared del tubo, de acuerdo
a lo reportado por Fan y colaboradores [5].

CSTR

51k) 3

=

S2
Figura 2.1. Proceso de produccién de PMMA

Este proceso opera de forma continua, ya que aunque muchos polimeros son producidos
por lotes, los pocos que se hacen de esta manera, dominan la produccion industrial [6]. Se
desea que el producto posea caracteristicas especificas: My = 150 000 Daltons y X=90 %,

1 Por sus siglas en inglés: Continous Stirred-Tank Reactor y Plug Flow Reactor.
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las cuales se obtendrdn resolviendo el problema de optimizacidn; y una distribucion de
pesos moleculares estrecha, ya que las propiedades mecdnicas, las cuales dictan la calidad
del producto final, dependen enormemente de esta distribucién [7][8]. Debido a esto, se
buscardn las politicas de operacién necesarias para lograr estas caracteristicas.

Se considera operar el proceso a temperaturas mayores a la de transicién vitrea (Tg) del
PMMA (114 °C), de acuerdo a los estudios reportados por Valsamis y Biesenberger [9], las
polimerizaciones a altas temperaturas ocurren con una mayor rapidez, sin embargo se tiene
como consecuencia una disminucién en el peso molecular, contraponiéndose al objetivo
planteado anteriormente. Una ventaja potencial de trabajar con temperaturas superiores a
la Tg del PMMA es la atenuacidn probable del efecto gel, ya que el volumen libre dentro del
medio se incrementa significativamente al trabajar en este rango de temperaturas [10].

Debido a que la reaccidn es altamente exotérmica en su etapa de propagacion, se debe
contar con servicios auxiliares apropiados para remover calor de manera eficiente. Es
importante tener cuidado con esto ya que, debido al efecto Trommsdorff!, la temperatura
podria salirse de control. Ademas, la transferencia de energia debe ser homogénea, ya que,
si existieran zonas con mayor temperatura, el polimero podria sufrir una degradacion
térmica ampliando la distribucién de pesos moleculares dando como resultado un producto
no comercial.

Es de suma importancia el buen control del proceso debido a su alta sensibilidad a las
variaciones en la temperatura y algunas veces al tiempo de residencia’. Pequefias
variaciones pueden afectar drasticamente el sistema, debido a los efectos involucrados en
el cambio de viscosidad.

Después de la polimerizacién, el polimero es recuperado a la salida del reactor tubular y es
transformado en pellets para un mejor transporte y almacenaje. En el proceso de
formacion, los pellets son fundidos en el extrusor e inyectados en los moldes.

L Explicado en la seccién 3.1.5.
2 Depende de la cantidad de iniciador.



3 Modelos matematicos y cinéticos del
proceso

En este capitulo se describe el mecanismo de reaccidon considerado para el desarrollo del
modelo de simulacion. De forma detallada se menciona la serie de etapas que conforman el
mecanismo, resaltdndose la competencia del paso cinético frente al difusivo molecular.

3.1. Polimerizacion por radicales libres

El PMMA es producido por la polimerizacidn via radicales libres. El mecanismo consta de las
siguientes etapas: una iniciacion sencilla, propagacion y terminacién por combinacién y
desproporcion. Debido a la alta turbulencia que se presenta en el medio, resultan
despreciables los efectos difusivos con respecto a los convectivos. La serie de reacciones
elementales que se llevan a cabo se indican en la figura 3.1.

kd
Iniciacion I —>2R -
ki
R-+M P, -

kp
Propagacion P, -+M —>P, ;-

ktc
Terminacion B, +P, - — M, .,

ktd
P,-+P, - — M, + M,

Figura 3.1. Modelo detallado del mecanismo de reaccién, donde | es el iniciador, R es el radical
primario, M es el monémero, Mj es el polimero “muerto” con grado de polimerizacién j, Pj es el
polimero creciente correspondiente y las k’s son las constantes de velocidad.

3.1.1. Iniciaciéon

El iniciador AIBN genera dos radicales libres Re que reaccionan con el monémero M. Aunque
en la realidad, no todos estos radicales inician el crecimiento de las cadenas. Debido a esto,
se introduce el factor de eficiencia del iniciador f, que usualmente se encuentra dentro del
rango de 0.5 a 0.8 para la mayoria de los iniciadores.

La rapidez de descomposicién del iniciador esta dada por la ecuacion (3.1):



En el caso particular para condiciones isotérmicas se tiene un coeficiente cinético kg,
constante, asi que la solucién de la ecuacion diferencial ordinaria con su valor inicial [ al
tiempo cero correspondera a la ecuacién (3.2):

I = Ie kat (3.2)

3.1.2. Propagacion

Las reacciones de propagacién son las responsables del crecimiento de la cadena. Un radical
Pne reacciona con el monémero M produciendo una cadena Px+1°. El coeficiente cinético de
propagacion kp es independiente de la longitud de la cadena, ya que la reaccion de
propagacion siempre involucra una molécula pequena M. Y aunque el otro reactivo sea una
macromolécula, P,e, estos radicales son especies de alta energia por lo que reaccionan muy
rapidamente sin importar su tamaio.

Las reacciones de propagacién son exotérmicas ya que el doble enlace del monémero es de
alta energia y pasa a un estado de menor energia. Ya que el reactor puede incrementar su
temperatura rapidamente y causar un incendio o una explosion, la remocién de calor debe
ser de suma importancia en el disefio y operacidn del reactor. Por lo tanto, se pueden usar
varias técnicas para hacer esto.

Estas reacciones son las que determinan las propiedades del producto final, porque son las
responsables del desarrollo de la micro-estructura de las cadenas poliméricas.

3.1.3. Terminacion
Existen tres diferentes tipos de terminacion:
e Por desproporcién: Genera dos cadenas poliméricas.

B,e+P, o 9> M +M, (3.3)

e Por combinacidn: Genera una cadena polimérica.

kic

Ppne+Pye M40 (3.4)

En el caso de la terminacién por radicales, debido a su gran reactividad k, ~ 1x108L mol~1s~1 y
a su muy pequefia concentracion, aproximadamente de 1x107° a 1x10 "mol L%, Ia
difusion de la cadena es muy importante y determina la magnitud de la rapidez de
terminacioén.

En general, la terminacién de los radicales involucra tres pasos, como se muestra en la figura
3.2.

e Difusidn Traslacional Dos cadenas poliméricas se aproximan una con la otra.
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e Difusidn Segmental Ya que se encuentran cerca, las cadenas se orientan para facilitar
la colision entre los radicales.

e Activacion Quimica Debido a su naturaleza altamente reactiva, los dos radicales en
ambas cadenas reaccionan instantaneamente.

Es por eso que la rapidez de terminacion es controlada por la difusion. A bajas conversiones
es controlada por la difusién segmental y a medida que el sistema se vuelve mas viscoso es
controlada por la difusién traslacional.

by BEp

a) Difusién Traslacional b) Difusién Segmental

c¢) Activacién Quimica
Figura 3.2 Pasos involucrados en la terminacién de radicales

Ambos tipos de difusidn dependen de la longitud de la cadena.

3.1.4. Rapidez de polimerizacion

En las reacciones de polimerizacidn por radicales libres, las moléculas de monémero se
consumen principalmente por las reacciones de propagacién, por lo que su rapidez de
polimerizacién estara dada por la ecuacion (3.5):

dM
=" =—k,ReM (3.5)

La concentracién de radicales, la cual es muy baja, puede ser estimada a partir del siguiente
balance total', dado por la ecuacién (3.6):

dR
i radicales formados por la iniciacion — radicales consumidos por la terminacién
= = 2fkal — kR #*~ 0 (3.6)

1Ya que los radicales formados por la descomposicidn del iniciador Re reaccionan muy rédpido con M para formar los
radicales P;e en la iniciacidn, se considera a la poblacién de Re en balance.
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Aplicando la hipdtesis de quasi-estado estacionario, con la ecuacién (3.7) se obtiene la

concentracion de radical primario:
1

Re= (zjf’;—fl)E (3.7)

Combinando las ecuaciones (3.5) y (3.7), se obtiene la expresion nueva para la rapidez de

polimerizacidn, la cual esta dada en la ecuacién (3.8):
1

kak;\2 1
rp=<2f 2 p) ZM
ke

EA 1

T, ~e Rt [z M (3.8)

De la ecuacién (3.8) podemos observar que la rapidez de polimerizacion depende
fuertemente de la temperatura, concentracidn de iniciador y concentracién del monémero.
La energia de activacion aparente es de aproximadamente 20 kcal mol™!. Al aumentar
cualquiera de estos tres valores aumentaremos la rapidez de polimerizacién. Cabe destacar
gue al ajustar alguno de estos pardmetros, otra propiedad importante puede cambiar,
como es el peso molecular del polimero.

Resolviendo la ecuacion (3.8) y considerando que todas las constantes de rapidez no
cambian durante la polimerizacion y que M = M,(1 — x), se obtiene la siguiente solucion

en la ecuacion (3.9):
1

—In(1-x) = (8f%10)E (1- e‘i"dt) (3.9)

Se observa la importancia de la concentracidn inicial de iniciador a través de la ecuacion
(3.9). Se debe afiadir una adecuada concentracién de iniciador para asegurar una alta
conversion.

3.1.5. Reaccién controlada por la difusion

La reaccién de polimerizacién por radicales libres puede ser controlada por la difusién. De
hecho, las reacciones de iniciacion, propagacion y terminacién pueden ser controladas por
la difusion a medida que la viscosidad aumenta. Dichas alteraciones se han relacionado con
los fendmenos conocidos como efecto caja, efecto de temperatura vitrea y efecto
Trommsdorff respectivamente [12].

» Efecto caja. Cuando el iniciador se descompone en radicales, estos son capaces de
formar nuevas cadenas poliméricas, pero como estos radicales estan muy préximos
ente si, no todos ellos pueden escapar de su “caja” para reaccionar con las moléculas
del monémero. Antes de que se difundan fuera de su caja, algunos radicales
reaccionan con moléculas mas cercanas. Se ha demostrado que la eficiencia del
iniciador f varia con las propiedades fisicas y de transporte del medio de reaccion.



» Efecto de temperatura vitrea. Se atribuye al descenso de la constante de rapidez de
propagacion, causado por la disminucién en la movilidad de las moléculas del
mondmero. Este efecto se da cuando la polimerizacion se lleva a cabo por debajo de
la temperatura de transicidon vitrea del polimero. Una consecuencia es que la
reaccion se detenga a conversiones menores al 100 %. En esta conversion limite, la
temperatura de transicion vitrea de la mezcla mondmero-polimero es igual a la
temperatura de polimerizacion.

» Efecto Trommsdorff. Llamado efecto gel, ha sido atribuido a la disminucion de la
constante de rapidez de terminacién k;; debido a que la movilidad de las cadenas
baja. Este fendmeno causa que la reaccidn sea incontrolable, porque la temperatura
se eleva excesivamente, la conversion de hace mas rapidal pudiendo causar el
taponamiento del equipo debido a la alta viscosidad. También cambian las
propiedades finales del polimero, debido a que el aumento excesivo de la
temperatura amplia la distribucion de pesos moleculares.

En la figura 3.3 se puede observar la conversion con respecto al tiempo de una
polimerizacién en masa iniciada con 0.5 % peso de AIBN a 70° C [13].

. .- -
™ B

+ Efecto vitreo

i

~ Efecto gel

Figura 3.3 Porcentaje de conversidon contra tiempo en
una polimerizacién en masa de MMA [13].

La ecuaciodn (3.9) solamente puede ajustarse a bajas conversiones (linea punteada), debido
a que alrededor de una conversion de 20 % empieza a presentarse el efecto Trommsdorff,
también llamado auto aceleracién.

3.1.6. Modelamiento del Efecto Trommsdorff

Por lo visto anteriormente, es importante tomar en cuenta estos efectos que afectan
dramaticamente la polimerizacién, especialmente el efecto Trommsdorff, que al estar

1Ya que la difusion de las moléculas de monémero mas pequefias no es impedida y reaccionan normalmente.
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relacionado con las reacciones de terminacidn, y por ende con la constante de rapidez de
terminacion k;, dependera de la temperatura, la movilidad de la cadena (difusién), el peso
molecular de las especies que se difunden y la composicién del medio.

Varios investigadores han propuesto ecuaciones para considerar el efecto gel en el
mecanismo de reaccidn [14]. Capinpin [15] clasifico el comportamiento de una reaccidn de
polimerizacién no isotérmica en: fuga, ignicion y “abrupta” (conversion incompleta del
mondmero debida a la descomposiciéon prematura del iniciador a altas temperaturas).
Baillagou y Soong [16] estudiaron el efecto gel experimentalmente y modelaron los
resultados, pero solo para condiciones isotérmicas. Para no-isotérmicas, el efecto gel fue
despreciado.

Para calcular la constante de rapidez de terminacidén k;, se utilizara la correlacién del
volumen libre propuesta por Schmidt y Ray [1]. El espacio entre mondmero y polimero en
la solucién es llamado volumen libre. A medida que la conversién aumenta, el volumen libre
disminuye; como consecuencia, la velocidad de polimerizacién no se acelera por un
incremento en la iniciacién, sino por un decremento en la terminacidn, ya que los macro-
radicales inmersos en la reaccion pierden movilidad cuando el volumen libre disminuye en
la mezcla reaccionante. Las ecuaciones constitutivas deben ser ajustadas a partir de este
hecho, para que describan la dependencia de la velocidad de propagacién y terminacién en
los perfiles de conversion, temperatura y peso molecular.

De este modo, se obtienen las expresiones para los valores de k; y k. Chiu y otros [14]
atribuyen los valores de las constantes de propagacidon y terminacidn a las resistencias
encontradas en la terminacién de la cadena sumando la parte cinética y la parte difusiva, y
estan dados por las ecuaciones (3.10) y (3.11):

1 1 P
=t 0 () (310
1 1 P
e=at 0 () (3:11)

Para conocer la forma de f(x) y g(x), se usa la teoria del volumen libre de Fujita-Doolittle,
por lo que las ecuaciones resultantes para k; y k;,, se transforman en la ecuaciones (3.12)
y (3.13):

1 1 P

ke KD 2|z sosn]
1 1 P
— ===+ 0,(T)—F—5— (3.13)
PRANEIS exp| s a )

Ademas, si la constante de terminacion se descompone en las partes que la forman [37], la
ecuacion (3.14), dard la nueva expresion de k;:

kt = ktd + ktC (3.14)
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En donde k. es la constante de terminacién usada en la etapa de combinacién. La mayoria
de los valores reportados de k; son valores de k., porque la reaccidon de terminacion
siempre es controlada por la difusién!, generando siempre una cadena polimérica
resultante del paso de activacion quimica. Y k4 es el término controlado por la difusion.
Estos términos seran utilizados posteriormente para los balances de materia.

3.2. Balances de Materia y Energia
3.2.1 Distribucion de pesos moleculares

El peso molecular de un polimero y su distribucidn de pesos moleculares (MWD)?, junto con
otras propiedades, afectan las propiedades mecdnicas, reoldgicas y fisicas del polimero. La
distribucién de pesos moleculares es considerada como uno de los pardmetros mas
importantes para ser controlado en la polimerizacién industrial. Se puede calcular la
distribucién de pesos moleculares al resolver las ecuaciones del balance poblacional para
las diferentes cadenas de polimero.

En la polimerizacién por radicales libres existen dos poblaciones de cadenas dentro del
reactor:

e Cadenas de radicales poliméricos o cadenas “vivas”

e Cadenas de polimero formado o cadenas “muertas”

Aunque no es practico resolver este sistema de ecuaciones, porque constituye un numero
infinito de ecuaciones diferenciales. De ahi que los pesos moleculares promedio son usados
como una estimacidn. Uno de los métodos mas utilizados es el método de los momentos.

Se usaran dos tipos distintos de pesos moleculares promedio:

» Peso molecular promedio en nimero M,. Es el peso total de todas las moléculas
poliméricas contenidas en una muestra dividido por el nimero total de moléculas
poliméricas en dicha muestra. Es un promedio aritmético.

» Peso_molecular promedio en peso M,,. Considera el peso® de unas cadenas
poliméricas con respecto a otras. Es un promedio ponderado.

Se puede encontrar la influencia de la temperatura, concentracion de iniciador y
concentracion de mondmero en el peso molecular. El peso molecular promedio en nimero
en un instante es:
p kp 1
Mn~r—t x T12M (3.15)
(kakt)2

! Como se vio en la seccién 3.1.3.
2 Molecular Weight Distribution
3 Importancia
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M, ~ e ®[zM (3.16)

Considerando que la energia de activacién aparente es de aproximadamente —10 kcal
mol~! y comparando la ecuacién (3.22) con la ecuacién (3.8) se observa que las influencias
de la temperatura y concentracién del iniciador afectan de maneras distintas al peso
molecular y a la rapidez de polimerizacion. A medida que se aumenta la temperatura y la
concentracion de iniciador, se incrementa la rapidez de polimerizacién, pero se reduce el
peso molecular del polimero.

3.2.2. Método de Momentos
El k-ésimo momento estara dado por las siguientes ecuaciones:

e Ecuacidén (3.17) para las cadenas vivas:

Ak = z nk R;l
n=1

(3.17)
e Y ecuacién (3.18) para las cadenas muertas:
Hi = z n*p,
n=1
(3.18)

Nos interesan los momentos k = 0,1 y 2. Los momentos cero tienen un claro significado
fisico. Son las concentraciones de las cadenas vivas y cadenas muertas de polimero. Asi, las
ecuaciones (3.19) y (3.20), expresan los momentos cero.

Ao =R° (3.19)
o =P (3.20)

Mientras que los momentos 1 representan sus concentraciones respecto al monémero,
como se ve en las ecuaciones (3.21) y (3.22):
/11 == Mox (321)

Los pesos moleculares promedio que se ven en las ecuaciones (3.23) y (3.24), se definen
como:

Mt

M, = My,,, ————

" M 26 + o
(3.23)

Ay +

M, = My ——

v M M+
(3.24)
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3.2.3. Sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Resolviendo los balances de materia y energia referentes al sistema de cada reactor, se
obtiene un sistema de ecuaciones simultaneas donde las incégnitas estan dentro del vector
X que es el conjunto de las variables de disefio o estados (M, I, A;, ;, T y Tj). Dependiendo
de cada reactor, las ecuaciones se modifican y se resuelven con diferentes métodos
dependiendo el tipo de ecuaciones, es decir, para el CSTR se tiene un modelo algebraico
diferencial y para el PFR se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con
valores iniciales.

Reactor por lotes

Para poder verificar que el modelo cinético y el del efecto gel tuvieran buenos resultados,
estos se probaron en un reactor por lotes. Los balances de materia para el iniciador,
conversion del mondmero, radicales poliméricos y polimero formado estan dados por las
ecuaciones (3.25) — (3.34)[14]:

M = M, (11:;) €= % (3.25), (3.26)

Y gl (1= Xk, 3.27)
%=@m—m% (3.28)

Do o (1 — XYk + 2f kgl — kel (3.29)

21 = B (1 — X)ky + 2fkal — kiAo + kM2 (3.30)

L2 = 0% (1 — X)ky + 2fkal — keAody + kyMAg + 2k, MAy (3.31)
o — S0 (1 — X)ky + keaAF + 1/2 ko3 (3.32)

dd% - j’fj; (1= X)ky, + kedohy (3.33)

2 = 20 (4 — XYk + kedods + kecd (3.34)

Y los de energia para la mezcla de reaccion y el fluido de servicio se observan en las
ecuaciones (3.35) y (3.36):

dr _  AHykpMAo  UA(T-T))

e pCp pCpVy (3.35)
ar; _ Q) UA(T-T))

=T = T) + Yoy (3.36)
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Reactor Continuo de Mezcla Perfecta

Considerando la importancia para determinar la politica de arranque en este reactor,
previamente se realizo el andlisis en un reactor por lotes, el cual incluyo posteriormente las
corrientes de alimentacién y producto para representar la transicién al flujo continuo. Los
balances de materia y energia, para las mismas especies mencionadas anteriormente, estan
dados por las ecuaciones (3.37) — (3.49):

= % Q=0Qo(1+eX) V=V(1+eX) (3.37),(3.38),(3.39)
‘lﬂf = (QOMO QM) — k,M2, (3.40)

7 Qolo = QD) ~ kal (3.41)

% =1 (Qo/loo Qo) + 2fkal — kAG(1—X) (3.42)
21 = 2 (Qos, — QA1) + 2fkal + kpyMAg — kedody (3.43)
22 = 2 (Qozy — QA2) + 2fkal + kyM(Ao + 221) — kedo2s (3.44)
L0 = 2 (Qotto, — Qo) + 75 (kee + kea) 23 (3.45)

dﬂl = (Qolho Q.U1) + kiAdodq (3.46)

dﬁ =z (Qollz0 Quiz) + kedodz + ke (3.47)
D) Mgy _ AT (3.48)

% U 1)+ % (3.49)

Reactor tubular (Flujo Pistdn)

Para este reactor, se hace una modificacién en el tiempo, usando el tiempo de residencia,
en vez del tiempo de operacién (T por t). A continuacién, se presentan los balances de
materia y energia para el reactor tubular (ecuaciones (3.50) — (3.59)):

dM

- = —k,M?2, (3.50)
a _
S = —kql (3.51)
2 = 2f kgl — keA3(1 - X) (3.52)
4 = 2fkal + kMg — keAo2y (3.53)
2 = 2fkal + kMR + 224) — kedod, (3.54)
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0 = 2 (kee + kea) 23 (3.55)

dt
d
% = kAo (3.56)
L2 = kedody + ke 22 (3.57)
dr _ 4U(T;=T)  AHykyMag
dr = pCpD pCp (3.58)
arj _ 40T (3.59)

dt pCpD
3.3. Ecuaciones algebraicas no lineales

Ya que el conjunto de ecuaciones (3.37) — (3.49) usado en el reactor de mezcla perfecta son
ecuaciones algebraicas diferenciales, debido a la suposicién de régimen permanente, es
necesario resolverlas mediante métodos diferentes a los usados en los otros reactores.

Estas ecuaciones generadas son de la forma F(X) = 0, donde F = [f}, f2, ..., fa], es decir
el vector de funciones dependientes de los estados y X = [x; X3, ..., x,]" es el vector de
estados o variables de disefio. El objetivo es calcular las raices de estas ecuaciones, es decir,
el valor de los estados. Como el método es iterativo, es necesario convenir criterios de paro
[l -]
[l —2c|
preestablecido. También se usan criterios de convergencia, los cuales varian dependiendo
del método a usar. Existen varios métodos de convergencia. A continuacién, se nombran
los mas usuales, ya que las herramientas computacionales empleadas en el presente trabajo
las tienen estructuradas en los algoritmos de fsolve de Matlab.

para estas iteraciones. Generalmente se usa < & [17], donde & es el error

3.3.1. Método de Newton

Partiendo de que una funcion f(x), se puede aproximar por una funciéon cuadratica por
expansion de Taylor para x¥, a partir de la ecuacién (3.60):

fOO) = fF(x*) +j*(x — x*) +2h* (x — x¥)? (3.60)

En la vecindad de la raiz, se cumple que f(x) =0, y despreciando los términos
subsiguientes a los de primer orden, la ecuacidn (3.60) se transforma en:

fOR) +jx—xF) =0 (3.61)

Reajustando la ecuacién (3.61) y haciéndola de modo iterativo obteniendo el valor de las
raices al cumplir con la tolerancia o el maximo de iteraciones, la ecuacion (3.62) muestra el
método de Newton [18] para el calculo de las raices:

[i¥1TcoF

X = xk = [*]7F (x5, con [¥]71 det[j¥]

(3.62)

15



3.3.2. Sustitucion sucesiva

Considerando que f(x) =0 se pueda reescribir de la forma x = g(x), y existiendo
multiples posibilidades para hacer esto, por ejemplo despejando x de la forma que sea, el
método de sustitucidn sucesiva busca un punto fijo de g(x) mediante el proceso iterativo,
como se ve en la ecuacion (3.63):

{xk*1 = g™} (3.63)

Por lo tanto, si g(x) estad definida sobre un intervalo [a, b], entonces se generard una
sucesion {x*}7_, que converja hacia la Gnica solucién de la ecuacién x = g(x) en el
intervalo [a, b], partiendo de x; € [a, b] [19].

3.3.3. Método de la secante

Si se considera que la funcién f(x) se aproxima con la forma &(x) = [A]x + b, la ecuacién
(3.64) muestra la forma iterativa a partir de las siguientes expresiones:

e’ =[A]x°+b
el =[Alx' +b
ez =[Alx%+b
en = [Alx" + b

(3.64)

de lo cual se tienen n + 1 ecuaciones lineales que pueden ser expresadas en términos de
una diferencia, como se ve de forma iterativa en la ecuacion (3.65)

@

Aet = el —e% = [A](x! — x0) = Ax?
AG? = 2 — &1 = [A](x2 — x1) = Ax?

Aen =gt — e = [A](x™ — x™71) = Ax™
(3.65)

Agrupando el conjunto de ecuaciones, se tiene el siguiente arreglo
[AetAe? ...Ae™tAe™] = [A][Ax*Ax? ... Ax""1Ax™] o bien [AE] = [A][AX]. Despejando,
se obtiene [A] = [AE][Ax]!y de la aproximacién lineal se tiene b = e — [A]x¥, entonces
la solucidn donde se obtiene la raiz de la ecuacion vectorial, correspondera a las ecuaciones
(3.66) y (3.67):

e(xs°H) =[A]x°' +b =0 (3.66)
x5t = —[A]71h = —[A]"1(e* — [A)e™) (3.67)
Y la expresion de convergencia, en la ecuacion (3.68):

xk+l = xk —[A]7e* (3.68)
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O bien
Xkt = xk — [AX][AE] te* (3.69)
3.3.4. Método de la aceleracion de Wegstein

Partiendo de la ecuacidn (3.70), que es la expresion de convergencia de Newton:
k
kL = ok _ f&x*)
(df /dx)¥
(3.70)

Y con la aproximacion del método de sustitucion sucesiva (ecuacién (3.63)) para f(x) como
f(x*) = x* — g(x"¥), se obtiene la ecuacién (3.71):

k k
At = ok x"—g(x")
xf —g(x*) — (F 1 —g(x* 1)
xK — xk-1
(3.71)
Y el factor de relajacién w, esta dado por las ecuaciones (3.72) y (3.73):
k k-1
wk = 1 COI’ISk:g(x)_g(x )
1-— Sk xk — xk-1

(3.72) y (3.73)

Usando las ecuaciones (3.70) - (3.72), se obtiene la ecuacion (3.74) que es la expresidon de
recurrencia para la aceleracion de Wegstein:

x** = (1 — wh)xk + whg(x®) (3.74)

3.3.5. Método de Broyden

Considerando el método de Newton, donde en necesario el calculo de la matriz Jacobiana
para poder determinar la expresion iterativa de x¥*, habrd ocasiones donde esto sea
imposible debido a la forma de f(x) o que implique un alto costo computacional. Debido a
esto, se crearon los métodos cuasi-Newton, que enfocan su atencidn en la aproximacién de
la matriz Jacobiana sin necesariamente usar célculos matriciales.

Esta matriz se estima al principio del procedimiento y se actualiza en cada iteracidn. Existen
varios métodos cuasi-Newton (dentro de los cuales entra el método de la secante
anteriormente visto). El método de Broyden [18] es el mas usado actualmente.

La funcién de iteracidn de este método estd dada por la ecuacion (3.75)
xk*t = xk — gk fF(x%) (3.75)
donde H* es la k-ésima estimacién de la inversa de la matriz Jacobiana.
En la ecuacién (3.76), se desarrolla la serie de Taylor f(x**1) en los alrededores de x*
F*) = F(x*) + (a(%) (xTRFL — LRy 4 ({;%) (PR — 2Ky 4o (%) (x™k+L — xRy (3.76)
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Y suponiendo los valores ya conocidos de (x",f(x")) y (xk+1,f(xk+1)) como parte del

método de la secante, entonces podemos renombrar la ecuacién (3.76), en la ecuaciones
(3.77) y (3.78):

Pk = xk+1 — xk = Axk; yk = F(xF+1) — F(xF) (3.77), (3.78)
De esta forma, la ecuacién (3.76) puede reescribirse como:
yk = Bk+ipk (3.79)

donde B¥*! es la estimacién de la matriz Jacobiana que se estd aproximando. Al
descomponer la matriz B¥*1 en una suma de dos términos, B¥*1 = B* + D¥, sustituyendo
en (3.79) y acomodando, tenemos la ecuacion (3.80):

Dkpk = yk _ pkpk (3.80)
Despejando la ecuacion (3.80) para D¥, ya que se conocen los demas valores, se tendra la

expresion que falta en B¥*1, Esta expresion tiene infinito nimero de soluciones de la forma
de la ecuacion (3.81):

Dk B (yk _ kak)ZT
- zT pk
(3.81)

donde zT es un vector arbitrario.

Bk+1

Por lo tanto, la matriz , que es la que se estd aproximando, estard dada por la ecuacion

(3.82):
(yk _ BkPk)ZT

k+1 _ pk
B*" =B* + TPk

(3.82)

Sin embargo, esta no es la forma definitiva de la matriz de interés, ya que la ecuacion (3.82)
aproxima la matriz Jacobiana, y se estd buscando la matriz inversa de la Jacobiana. Para
esto, se utiliza la formula de Sherman-Morrison (ecuacion (3.83)):

(Hkyk _ Pk)ZkTHk

zkT Hkyk

Hk+1 — Hk _

(3.83)

Broyden encontré por experimentacién numérica que el mejor valor para z"es PX", por lo
tanto la forma final de la ecuacién para calcular la matriz H**1, es la ecuacién (3.84):

(Hkyk _ Pk)PkTHk

Hk+1 — Hk _
PKT Ky

(3.84)
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3.4. Métodos para resolver Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Los balances de materia y energia presentados en los reactores por lotes y en el reactor
tubular forman un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODE), debido a que el
vector de las variables de decisién, depende del tiempo de operacién o residencia en el
reactor donde se lleva a cabo la polimerizacién de MMA. Para cumplir los objetivos
planteados, es necesario resolver el sistema de ODE, ya que parte de los estados se usa para
el cdlculo de la distribucion de pesos moleculares (MWD), el cual es un objetivo a minimizar.
Debido a la complejidad del problema (no linealidad), la solucién a este sistema se obtendra
numéricamente.

Ya que este sistema de ODE es un Problema de Valor Inicial (IVP), y presenta rigidez* en él
mismo, se resolverd por medio de la rutina ODE15s de Matlab, que se conforma por el
método de Gear [20], el cual al ser un método implicito, puede resolver este IVP. A
continuacion, se detalla este método.

3.4.1. Método de Gear.

Partiendo del problema diferencial del valor inicial, dado por la ecuacién (3.85):

dy
E—f(t,y) a<t<b
y(a) =a

(3.85)
se obtiene la formula general de los métodos multipasos, dada por la ecuacion (3.86):

Whyr = QoWy + AWy q + -+ ApWn—p + h[b—lf(tn+1twn+1) + bof(tn’ Wn) + -t bpf(tn—p' Wn—p)]
14 14
Wit = z aw,_i + h bif (Wn_i, ta—i)

i=0 i=—1
(3.86)

donde w,,, es la aproximacion, en el punto t,,;de la malla definida por {t, =a+ h,n =
1,..,N}, con h=(b—a)/N, p es el numero de pasos mayor que uno, a; y b; son
constantes y se dan los valores iniciales wy = ag, Wy = a1, W, = @3, ..., Wp_1 = Qp_1. Se€
toma generalmente de la condicidn inicial el valor de wy = a, que es el dato de la condicién
inicial, y los demas valores necesarios se obtienen con un método de Runge-Kutta u otro
método de un paso. La ecuacion (3.86) da el valor exacto para y(t,;,) cuando y(t) es un
polinomio de grado menor o igual a k si se cumplen las siguientes restricciones de exactitud
(también llamadas restricciones de consistencia), las cuales corresponden a la ecuacion
(3.87):

1 Ver Anexo 7.1
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p
RCI Zai =1
i=0

14 14
R.C.II.: Z(—i)pai + z (-)0-Yp, =1 paraj =12, ..,k
i=0

i=—1
(3.87)
Los métodos multipasos de Gear se reconocen por tener todos los coeficientes b;, excepto

b_1, nulos; en oposicion a los métodos de Adams que tienen todos los coeficientes a; nulos,
excepto a,. Ya que b_; # 0, se confirma que los métodos de Gear son implicitos.

El método de Gear de orden k se obtiene haciendo p=k-1, y by = b; = b, =+ =0,
conduciendo a la férmula que se observa en la ecuacion (3.88):
k-1
Xny1 = z a;ix; + hb_y f (xni1, togr)
i=0
(3.88)
Los coeficientes k+1 de esta formula pueden obtenerse aplicando las restricciones de

consistencia (3.87), analogamente como se hizo con los métodos de Adams, obteniendo
como resultado la ecuacion (3.89):

k-1
R.C.I.: Zai =1
i=0

k-1
R.C.II.: Z(—i)pai +jb_y=1paraj=12, ..k
i=0
(3.89)

Explicitando las ecuaciones para cada j, y desarrollando las sumatorias, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones (ecuacién (3.90)):

1 1 1 1 0] a 1
| 0 -1 -2 e —(k=1) 1]|ra(1)] H
| o 1 4 [—(k—D]? 2|| % :H (3.90)
0 (DF (2~ [-ppF dbal b

La solucion del sistema (3.90) determina en forma Unica los k+1 coeficientes necesarios para
el método de Gear de orden k3. Cuando se implementa este algoritmo, se deben guardar
en memoria los valores w,_,, w,_; Yy W, ¥ se debe resolver la ecuacién resultante de (3.90)
con algun método iterativo, si la funciéon f(y,t) es no lineal.
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4 Modelos matematicos de Optimizacion

Se explican las razones por las cuales se busca optimizar el proceso de produccion de PMMA.
Se dan los conceptos matemdticos para los problemas de optimizacion no lineal con
restricciones, se describen las condiciones de optimalidad Karush-Kuhn-Tucker (KKT), los
algoritmos de optimizacion no lineal, asi como los conceptos bdsicos de la optimizacion
multi-objetivo, la cual es usada para alcanzar los objetivos planteados.

4.1. Optimizacion del proceso de produccion de PMMA

Se ha demostrado que las propiedades fisicas de los polimeros dependen enormemente de
la MWD. Las metas mds comunes al operar un reactor de polimerizacion son: minimizar la
polidispersidad o el nimero de cadenas dispersas para producir un polimero con
propiedades mecdnicasy reolégicas deseadas [8]. Nunes, Martin y Johnson [8] encontraron
que las propiedades térmicas, propiedades de tension y deformacidn, resistencia al
impacto, la fuerza y la dureza de las peliculas del polimetil metacrilato y poliestireno se
mejoraron al reducir la MWD. Por lo tanto, el desarrollo de una metodologia para ajustar la
MWD en el proceso de produccién de PMMA, deberia dar como resultado un polimero con
propiedades deseadas mejoradas. Dependiendo del uso previsto para el polimero
resultante, se necesitaran polimeros con varios tipos de MWD [21]. Se ha observado
experimentalmente que las propiedades homogéneas de los polimeros en el proceso de
produccién de MMA pueden ser mejoradas si se selecciona adecuadamente las politicas de
enfriamiento. Ya que este proceso es esencialmente por lotes, la mayoria de las
propiedades relacionadas al polimero dependen enormemente de la variaciéon temporal de
las variables de los parametros de operacion (temperatura del fluido de la chaqueta). Por
lo tanto, la operacion 6ptima dindmica de los reactores deberd dar un proceso de
produccién de PMMA mejorado. Sin embargo, el proceso se asumird en régimen
permanente, por lo que solo nos interesa los valores de entrada y salida, y el tiempo de
operacion (t) se cambia por tiempo de residencia (7).

Se propone la formulacién de una optimizacidn cuyo objetivo sea determinar los patrones
de enfriamiento éptimos con los cuales se obtengan propiedades homogéneas y mejoradas.
Para encontrar los perfiles 6ptimos de enfriamiento, se usara la funcidn objetivo siguiente:

. X\? My \*
min f (1 — _d) + 1-— — dT
T;CTjP J, X MW

(4.1)

donde X% y M& son los valores deseados de la conversién y el peso molecular promedio en
w
peso respectivamente, mientras que T;C y T; P son las variables de decision, temperatura
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del fluido de enfriamiento. El objetivo es calcular estas temperaturas a la salida del proceso
(reactor tubular) para llegar a la conversién y peso molecular deseados tan pronto sea
posible mientras se cumplen las restricciones del proceso.

Usando los métodos que se veran en la seccién 4.3, programacién cuadratica secuencial y
punto interior, se resolvid el problema de optimizacién usando la rutina fmincon de Matlab
para obtener el resultado 6ptimo que minimice la funcién 4.1 y cumpla las restricciones. A
continuaciéon, se muestran las bases de esta optimizacién y de un caso especial,
Optimizaciéon Multi-objetivo (MO).

4.2. Optimizacion No Lineal con restricciones
4.2.1. Introduccién
Del problema general de optimizacién no lineal, que esta dado por la ecuacién (4.2):
min f(x)
X
s.a. hj(x) =0,j=12,..,n
grx)<0,k=12,..,m (4.2)

donde f(x) es la funcién objetivo a minimizar n, es el nimero de restricciones de igualdad,
m es el nimero de restricciones de desigualdad y x es el vector de variables de disefio o
decision. Asumiendo que las funciones f(x): R" = R, h(x): R" - R™, g(x): R" - R"
tienen primeras y segundas derivadas, existe una regidén factible, denominada F =
{x|h(x) = 0,g(x) < 0}, donde se encuentra la solucién al problema (4.2), x*. Para este
valor minimo, existen varias opciones:

e Un punto x* es un minimo global si f(x*) < f(x) paratodax € F.
e Un punto x* es un minimo local si f(x*) < f(x) para toda x € X(x*) N F, donde
N(x) =||lx—x"|| <ge>0.
e Un punto x* es un minimo local estricto si f(x*) < f(x) paratodax € X(x*) N F.
Existen condiciones suficientes y necesarias para sustentar si un punto x* es realmente

minimo local. Estas condiciones se les conocen como condiciones Karush-Kuhn-Tucker
(KKT).

4.2.2. Condiciones Karush-Kuhn-Tucker

Estas condiciones, que definen un minimo local de un problema de optimizacion no lineal,
sujeto a restricciones de igualdad y desigualdad, fueron publicadas por primera vez en la
tesis de maestria de W. Karush, aunque fueron renombradas tras un articulo en una
conferencia de Harold W. Kuhn y Albert W. Tucker [22].
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Partiendo del problema 4.2, se puede definir la funcion de Lagrange, llamada asi en honor
a Joseph Louis Lagrange, la cual reduce el problema de programacién no lineal con n
variables a uno sin restricciones de n + k variables, donde k es igual al nimero de
restricciones, y cuyas ecuaciones se resuelven mas facilmente. Estas nuevas variables
escalares desconocidas, una por cada restriccién, son llamadas multiplicadores de
Lagrange. Asi tenemos la ecucacién (4.3), que es la funcién Lagrangiana:

m 14
L(x;, vjui) = f(x) + Z h;(x)v; + Z i (x)uy
j=1 k=1

(4.3)

donde hy g son las restricciones de igualdad y desigualdad, y v y u son los multiplicadores
de Lagrange y de Kuhn-Tuker, respectivamente.

Las condiciones necesarias son:

1. La funciones f(x),h;j(x) y gk(x) deben ser doblemente diferenciables en x* =
(x5, %5, x0T

2. El gradiente de la funcion Lagrangiana, sea igual a cero. Es decir:

VL(xi*,V]-,uk) = VI(x{) + Vh(x{)v; + Vg(x{)u, = 0 (4.4)

3. Los multiplicadores de Kuhn-Tuker, deben ser positivos, es decir, uy = 0y deben de
aplicar en una sola direccién.

4. Las restricciones gy (x], %5, ..,Xp) < 0conk=12,...,py h; (x1,%5, ..., Xn) = 0 con
j =1,2,...,m, se deben satisfacer en x* = (x], x5, .., x2)T, al igual que la condicidn
complementaria gy (x3,X5, ..., Xg)ux = 0 conk = 1,2, ..., p.

5. La matriz Hessiana (dobles derivadas parciales) de L(xi,vj,uk) es semidefinida
positiva para los valores de z, los cuales cumplen con las siguientes condiciones

zTVg (x5, %5, .., X5) =0y zTth(Xi,XE, woXp) =0 (4.5)

y para todas las restricciones activas
Tw2 * *
z'V [L(XI,XZ, ey Xpy V1, V5, e, Vi, U, U, ...,uk)]z >0 (4.6)

Y las condiciones de suficiencia son:

1. Ademads de las condiciones necesarias 1 a 4, se hace una modificacién a la 5: La
matriz Hessiana de L(xi, vj,uk) es definida positiva para los valores de z, los cuales
cumplen con las condiciones (4.4) para las restricciones activas vy
zTVg (X5, X5, o, X5) =0 y ZTVZ[L(XLXZ, v, X0, V1, V3, ...,V]-*,ui,uz, ...,ul*()]z >0

para las restricciones inactivas.
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4.3. Métodos para resolver problemas de Optimizacion No lineal

4.3.1. Programacidén Cuadratica Secuencial (SQP)

Para resolver problemas de optimizacién, o programacion no lineal, de la forma (4.2), el
método de SQP utiliza una aproximacion cuadratica para la funcién objetivo y lineal para las
restricciones por medio de una aproximacién por series de Taylor alrededor de un punto
x*. Sin embargo, esta aproximacién no es tan exacta ya que no toma en cuenta la curvatura
de las restricciones. Por esta razdn, se usa la aproximacion partiendo de la funcidon
Lagrangiana, como se ve en la ecuacion (4.7):

T
O+ p,viow) = (v we) + VL(x v wy) p + T VAL(xy v, U )P (4.7)

donde VL es el Jacobiano de la funcién Lagrangiana, VL es la matriz Hessiana de la funcién
Lagrangiana. De esta forma, el nuevo problema a minimizar, dado por el conjunto de
ecuaciones (4.8), constara de la ecuaciéon (4.7) sujeta a las aproximaciones lineales de las
restricciones:

min %pTVZL(xk_vk,uk)p + VL(xk_vk,uk)Tp + f (v ur)
X,v,u
sa. Vh(x ) p + h(xx) =0

Vg(x) '+ g(x) <0 (4.8)

y cuya solucién estara dada por el grupo de ecuaciones (4.9), que son la aplicacion de las
condiciones de optimalidad de primer orden

V2L (%, Vi, wie )0 + VL (3 i wie) + VRO vy + Vg (o duy, = 0
Vh(x) p + h(x) =0

Vga)'p+90) =0 (4.9)

Escribiendo estas ecuaciones de forma matricial, es como llegamos a la ecuacion de
recurrencia para encontrar X1, V41 Y Uk+1, que estd dado por el arreglo matricial (4.10):

Vh(xk)T 0 0 Uk h(xk) (410)

V2L(xg v u)  VR(x)  Vg(xi) [Pk] VL (xy, vk urc)
Vg ()" 0 0 [t 90x)

4.3.2. Método del Punto Interior

Este método se usa para la resolucién de problemas de programacién no lineal con
restricciones de igualdad y el vector de estados, x, acotado por limites, como se ve en la
problema (4.11):

min £ (x)
sa.c(x) =0,
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x, < x < xy (4.11)

donde c¢(x) engloba las restricciones de igualdad y de desigualdad ajustadas con las
variables de holgura para convertirlas en restricciones de igualdad. El problema (4.11) se
intenta resolver por medio de las condiciones de optimalidad, las cuales estan dadas por el
siguiente grupo de ecuaciones (4.12):

VL(x,v,u) =Vf(x) + Ve(x)v —u, +uy =0,
c(x) =0,
O<u,*L(x—x;)=0,
O<uy*L(xy—x)=0 (4.12)

Para lidiar con las ultimas dos ecuaciones, llamadas complementarias, se aplica el método
de punto interior (o de barrera). Estas se pueden cambiar por las expresiones (4.13):

U (x —x.) = pe, Uy(xy —x) = pe (4.13)

donde u > 0, e” =[1,1,...,1], U, = diag{u, } y Uy = diag{uy}. Si las variables del vector
X estan estrictamente dentro de los limites, y los multiplicadores u;, y u; son estrictamente
positivos, las ecuaciones del problema (4.12) se pueden resolver directamente con el valor
de u ajustado. Para hacer esto, se forma una funcion de barrera logaritmica y se considera
la solucién como una secuencia de NLPs con restricciones de igualdad de la forma dada en
la ecuacion (4.14):

min @, (x) = f(x) — i z In(x;)
i=1

sa.c(x)=0,x>0 (4.14)

donde el entero [ es el contador de la secuencia y tiene llim u; = 0. Cuando el parametro
—00

de la barrera y;, disminuye, las soluciones x(u;) se acercan a la solucién del problema
(4.11). Esto puede verse en la figura 4.1. Las condiciones de optimalidad de primer orden
se transforman en las ecuaciones (4.15):

Vi(x) +Ve(x)v—uXte=0
c(x)=0 (4.15)

donde X = diag{x}, e = [1,1,...,1]7 y el vector solucién x(u) > 0, i.e., se encuentra
estrictamente en el interior. Las ecuaciones (4.15) se conocen como condiciones de
optimalidad primales ya que denotan la ausencia de multiplicadores para las restricciones
de desigualdad.
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Figura 4.1 Imagen que muestra las soluciones barrera para los valores de u en 0.1, 0.05, 0.01,
0.001 para el problema min ¢, (x) = x — uIn(x). Para este problema x(u) = g, y como u = 0,
se aproxima la solucion del problema original min x s.a.x = 0

4.4. Optimizacion Multi-objetivo
4.4.1. Introduccion

Uno de los principales enfoques con el que se ha abordado hasta ahora la optimizacién de
procesos quimicos, ha sido la optimizacidon de un objetivo a la vez. Sin embargo, muchas
aplicaciones practicas implican varios objetivos a considerar simultdneamente, por
ejemplo, los procesos de fabricacidén y estructura de grandes piezas de pldstico compuestas
[23], disefio de bioprocesos [24], redes de reaccidones bioquimicas [25], en el disefio y
conformado de placas metadlicas [26] y en los procesos de polimerizacién [27][28].

Los objetivos apropiados para un caso en particular son a menudo dificiles de definir, es
decir, alcanzar el valor éptimo para un objetivo requiere algiin compromiso en uno o en
otros objetivos. La Optimizacion Multi-objetivo (MO), particularmente se refiere a
encontrar valores a las variables de decisién con las cuales se pueda encontrar el valor
O6ptimo a mas de un objetivo. La MO puede ser usada para resolver problemas con
naturaleza contradictoria. La meta es obtener un conjunto de soluciones igualmente
efectivas, conocidas como Soluciones Optimas de Pareto. En un conjunto de Pareto,
ninguna solucién puede ser considerada mejor que otra con respeto a todas las funciones
objetivo. Al cambiar de una solucion de Pareto a otra, al menos una funcién objetivo mejora
mientras que al menos otra empeora. Por lo tanto, MO requiere de métodos especiales
para considerar mas de un objetivo y analizar los resultados obtenidos. Los enfoques mas
utilizados para generar este conjunto de Pareto, son el método de Pesos y e-Restringida
[29], aunque existen enfoques mas recientes, como el método de Interseccion de Fronteras
Normales (NBI) [30].
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A pesar de que existen varios estudios en métodos de MO, estos se encuentran usualmente
incompletos en la parte de la teoria, la presentacion del algoritmo y las aplicaciones
generales para el disefio ingenieril. Arora y Marler [31], presentan un buen trabajo en este
punto. En este trabajo, se usaran estrategias bien conocidas: €-Restringida (EC), y la Suma
de Pesos (WS) [38] para obtener el conjunto Pareto para el problema MO para la produccion
de PMMA.

4.4.2. Conceptos y definiciones

El problema general de optimizacién multi-objetivo se plantea en las ecuaciones (4.16):
min F(x) = mxin[fl(x),fz (%), e, fn(O]T
sa. hi(x)=0,j=1.2,..,m
9k(x) <0,k=12,..,p (4.16)

donde n es el numero de funciones objetivo, m es el nimero de restricciones de igualdad,
y p es el nimero de restricciones de desigualdad, x € R! es el vector de las variables de
disefio, también llamadas variables de decision, donde [ es el numero de variables
independientes x;. F(x) € R™ es el vector de las funciones objetivo f,.(x), y f;-(x) también
se llama objetivos, criterios, funciones compensadas, funcion de costos o funciones
valoradas. Se asume que las funciones objetivo estan en conflicto entre ellas: no se puede
minimizar una sin que la otra aumente. Esta situacion da lugar al concepto de la solucién de
Pareto.

Definicion 1: Solucidon de Pareto

Un punto factible x* para el problema de optimizacién multi-objetivo (4.16) se dice ser
optimo Pareto si y solo si no existe otro punto factible (x) dado que f, < f,.(x*)Vr € R™*y
fr(x) < f,-(x*) por lo menos para un indice r € R™. La familia de las soluciones de Pareto
forma la llamada frontera de Pareto, la cual representa los limites de la zona factible.

Definicion 2: Punto Utopia

El punto utopia es un punto dado por la solucién x;* con coordenadas f,(x;*) en la zona
factible. Las coordenadas estan dadas por la solucion de min f.(x) sujeto a h(x) =
0,g(x) <0,x €R' y r € R™ El punto utopia es inalcanzable ya que los objetivos se
contradicen; sin embargo, puede ser usado como punto de referencia. Por ejemplo, es
posible calcular el punto mas cercano a lo largo de la frontera de Pareto al punto utopia,
también conocido como la solucién eficiente.

Definicion 3: Solucion Eficiente

La solucion eficiente es un punto, x° con objetivo f(x*) obtenido a partir de la soluciéon del
problema de la distancia minima, usualmente la distancia Euclidiana, la cual se expresa en
la ecuacion (4.17):
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Sin embargo, no es necesario apegarse a la norma Euclidiana [32]. Ademas, si diferentes
funciones objetivo tienen diferentes unidades, la norma Euclidiana o una norma de
cualquier grado son incapaces de adaptarse matematicamente. Por consiguiente, las
funciones objetivo deben ser transformadas de tal manera que sean adimensionales. Uno
de los enfoques mds comunes para escalar las funciones objetivo subyacente,
independientemente de su rango original, es el siguiente: f%(x) =
(f-(x) = fM™) /(™™ — "), este enfoque se le denomina constantemente como
normalizacién. En este caso, f,%(x) generalmente tiene valores entre cero y uno,
dependiendo de la exactitud y el método con el cual f™(x) y f™"(x) fueron
determinados.

4.4.3. Métodos de Optimizacién Multi-objetivo

Durante las décadas pasadas, muchos métodos han sido propuestos para resolver los
problemas MO. Resefias completas pueden encontrarse en los trabajos de Liu y
colaboradores [33] y Collete [34] y sus referencias. Tradicionalmente, los problemas MO se
resuelven por escalamiento [33], es decir, por medio de WS de las funciones objetivo.
Usando algunos pardmetros caracteristicos, el problema MO original se transforma en un
problema de optimizacidn mono-objetivo cuya solucién se espera sea éptima Pareto. Los
parametros pueden representar tanto la importancia relativa de los objetivos, como ser una
simple herramienta matematica que varia sistematicamente para obtener diferentes
soluciones. Sin embargo, desde un punto de vista practico, el usuario solo estd interesado
en la solucidn final. Un punto adicional en comparacién a la optimizacién multi-objetivo, es
la decision del usuario, quien es responsable de seleccionar tal solucién. Se aplicara el
método de &-Restringida (EC) con Suma de Pesos (WS) para resolver el problema de
programacion no lineal (NLP). Al obtener la solucién eficiente, se comparara en varios casos
de estudio cambiando los objetivos.

Método de Suma de Pesos

Una técnica estandar para generar el conjunto de soluciones de Pareto en los problemas de
optimizacién MO consiste en minimizar la suma de los pesos de los diferentes objetivos
para los diferentes ajustes de los pesos. En otras palabras, n pesos w,. son elegidos de tal
maneraquew, = 0,r = 1,2,...,n,y .7 -; w,. = 1, resolviendo el problema (4.18):

n
minz wyf-(x) (WSF)
=
s.a. hj(x) =0,j=12,..,m
gk(x) < Olk = 1l2l Y (418)
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Sin embargo, es bien sabido que con esta formulacion (WSF) se obtienen todos los puntos
del conjunto de Pareto solo cuando la curva de Pareto es convexa, por lo que no se puede
considerar realmente exitosa. Das y Dennis [35] muestran una interpretacion grafica del
método WS para problemas con dos objetivos, explicando algunas de sus deficiencias.
Ademas, estos autores muestran que variar los pesos consistente y continuamente puede
no resultar necesariamente en una distribucién uniforme de los puntos dptimos de Pareto,
sin ser una precisa representacion completa del conjunto de Pareto. Por ultimo, discuten a
detalle las condiciones necesarias para obtener una distribucion pareja de los puntos de la
curva de Pareto en la regidn factible.

Meétodo de e-Restringida

Haimes et al. [36] introducen el enfoque de &-Restringida (también Ilamado enfoque de
equilibrio). Esta técnica minimiza la funcidn objetivo mas importante f; mientras las otras
n — 1 funciones objetivo se agregan como restricciones de desigualdad de la forma f,.(x) <
& paratodasr =1,2,..,n,r # i donde i € 1,2, ...,n. El vector de los limites superiores,
€ = (&,&, ...,&,), define el valor maximo que cada objetivo puede tener. Estas
desigualdades pueden ser interpretadas como hiperplanos que reducen el espacio de la
zona factible. Con el fin de obtener un subconjunto de los puntos de Pareto, se debe variar
el vector de limites superiores a lo largo de la frontera de Pareto para cada objetivo, y
resolver un nuevo proceso de optimizacidn para cada nuevo vector. Un esquema para esta
MO, estaria dado por las ecuaciones (4.19):

min f;(ECF)
X
sa. f(x) <e,Vr=12,...n,r+i
hi(x) =0,j=12,..,m
gk(x) <0,k=12,..,p (4.19)

4.5. Modelo de Optimizacidon Dinamica Multi-objetivo

Partiendo de la optimizacién mono-objetivo que se vio en la seccidn 4.1, se obtuvieron los
resultados éptimos para las temperaturas del fluido de servicio para cada reactor, como se
verd en la seccién 5.3. Cabe destacar que este enfoque toma en cuenta el cumplimiento de
los objetivos como un solo problema. Sin embargo, la conversién del mondémero,
normalmente se empeora cuando se minimiza la MWD. Por supuesto que nos gustaria tener
una alta conversién de mondmero y un valor minimo de polidispersidad. No obstante, estas
dos variables de disefio estdn usualmente en conflicto, lo que quiere decir que no podemos
alcanzar ambos objetivos en la misma proporcion. Por lo tanto, se debe llegar a una solucion
eficiente entre estos objetivos. Ya que la mayor parte de las propiedades anteriormente
dichas dependen mucho de la variacién temporal de los pardmetros operativos
(temperatura del fluido de servicio), el dptimo funcionamiento dinamico del reactor debe
conducir a un mejoramiento en el sistema de polimerizacién homogénea de MMA que
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ofrezca una alta conversion de mondmero. Usaremos una formulacion de optimizacién
dindmica multi-objetivo para alcanzar los objetivos de desempefio arriba mencionados. En
resumen, la meta es determinar la politica de enfriamiento éptima, que nos dé propiedades
homogéneas mejoradas del polimero medidas en términos de una baja desviacién de MWD
de un valor deseado y una alta conversion de mondmero. Para alcanzar esto, se usaran las
siguientes funciones objetivo, dadas por las expresiones (4.20) y (4.21):

T]rrCnTr} fuy, = f Il—— ldr
(4.20)

T 2
min_f; =f 1—ﬂ dr
T;CT;P Mw 0 M&/

(4.21)
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5 Resultados

El modelo de polimerizacion de PMMA consta de ecuaciones algebraicas no lineales y ecuaciones
diferenciales ordinarias (ODEs). El modelo de optimizacion, i.e. la funcion objetivo y sus restricciones,
aborda dos casos: mono-objetivo y multi-objetivo. El software de Matlab (©OMathWorks, 2014) fue
utilizado para resolver ambos problemas: simulacion y optimizacion. En la simulacion, para el sistema
de ODEs se utilizo la funcion odel5s, ya que se presenta cierta rigidez; una o mds de las funciones
involucradas cambian mucho mds rdpido con respecto a las otras. El problema mono-objetivo de
optimizacion se resolvié usando la funcion fmincon, utilizando el sistema de ODEs como restricciones
de igualdad, y las cotas para los valores de Tj como restricciones de desigualdad. El problema multi-
objetivo, se resolvio por el método de suma de pesos anidado al enfoque de s-Restringida.

5.1. Resultados y discusion de la Simulacion

En las simulaciones del proceso de produccién de PMMA se obtuvieron resultados para
cada tipo de reactor, y para el proceso completo acoplado (reactor continuo de mezcla
perfecta y reactor tubular). Se tomaron dos casos para cada corrida: isotérmico y no
isotérmico, para cuantificar el efecto de la temperatura en el sistema. Los estados de interés
son: conversion, mondmero, iniciador, radicales (4;), polimero (u;), peso molecular (Mw y
Mn) y temperatura del proceso y del fluido de enfriamiento.

5.1.1. Simulacion Dinamica y en Régimen Permanente Isotérmicas

Para este primer modelo se toma en cuenta la respuesta dindmica del reactor de tanque
agitado con flujo continuo. El vector de estados iniciales estd dado por los valores de las
concentraciones de mondmero de MMA, iniciador, radicales poliméricos, y finalmente, de
polimero formado de la siguiente manera: M=My, I=lo, A;=A;y Y Wi=W;o- En la figura 5.1 se
pueden observar las respuestas dinamicas para cada uno de los estados en el reactor
continuo de mezcla perfecta.

En la figura 5.1 (a) se observa la evolucién creciente y gradual para la conversién de
mondémero de MMA. Alrededor de los 40 minutos de haber iniciado la reaccién de
polimerizacién, se ha alcanzado el régimen permanente (RP), es decir, no importa cuanto
mas dure la polimerizacién, no se alcanzard una conversion mayor. Este mismo
comportamiento se puede observar, en forma reciproca, para las variaciones del
mondémero de MMA (figura 5.1 (b)). Para el caso de la concentracién del iniciador (AIBN) se
puede observar un valor minimo debido al rapido consumo de los radicales generados en
el arranque de la reaccidén. Sin embargo, la alimentacion continua del AIBN incrementa la
concentracion del mismo en el interior del reactor hasta alcanzar el RP como se ve en la
figura 5.1 (c). Debido al proceso de iniciacién directa (de acuerdo al mecanismo de reaccion
en la etapa de iniciacién), se presenta un aumento drastico de la concentracion de radicales
en un tiempo muy corto, i.e. en los primeros segundos de haber iniciado el proceso de
reaccién. Por esta razon no se aprecia este crecimiento subito en la figura 5.1 (d). El mismo
comportamiento se puede observar en el polimero formado (figura 5.1 (e)), asi como en el
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Figura 5.1 Resultados dindmicos para la polimerizacién isotérmica de PMMA en un reactor
continuo de mezcla perfecta en (a)conversion de mondmero, (b)concentracion de mondémero,
(c)concentracidn de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracién
de polimero formado (y;, con i = 0,1,2) y (f)peso molecular promedio en peso (M) y peso

molecular promedio en nimero (M,).
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peso molecular (My). Aunque el valor final alcanzado del My no es muy grande (figura 5.1
(f)), mantiene una estrecha relacién con el peso molecular promedio en nimero (M), por
lo que la polidispersidad que se logra es muy baja, indicando un crecimiento de cadenas
poliméricas uniforme. Como se verda mas adelante, este resultado es deseado para poder
unir los modelos de ambos reactores.

Tabla 5.1 Simulacién Isotérmica de CSTR! y del modelo acoplado

Estados a la salida del reactor CSTR con régimen permanente
Reactor MImol/dm?3] I[mol/dm3] Ag[mol/dm3] A;[mol/dm3] 2;[mol/dm3] polmol/dm3] p4[mol/dm3] pu,[mol/dm3] X  My[Daltons]

CSTR 8.54 0.03 3.86x107 2.88x10* 0.43 0.002 1.97 3.11x108 0.17  1.58x10°
Estados del modelo acoplado a la salida de cada reactor (segunda parte)

CSTR 8.54 0.02 3.86x107 2.88x10* 0.43 0.002 1.97 3.11x103 0.17 1.58x10°

PFR2 1.002 0.021 0.001 0.16 70.57 0.01 9.35 4.74x10% 0.92 5x10°

Con los resultados del modelo dindmico del reactor continuo de mezcla perfecta, se
pudieron sacar los valores iniciales para poder realizar la simulacién del mismo reactor en
régimen permanente, ya que, al no haber cambios en el tiempo, solo nos interesa la entrada
y salida del sistema, por lo que las ecuaciones del modelo se ajustaron para ser un sistema
de ecuaciones algebraicas no lineales. En la tabla 5.1 se muestran las raices del sistema, los
cuales son los valores finales de los estados.

Para el modelo dinamico del reactor tubular, el vector con valores iniciales se mantuvo igual
qgue el usado en el reactor por lotes, ya que ambos modelos son matemdaticamente
equivalentes. En la figura 5.2, se pueden observar las respuestas dinamicas para cada uno
de los estados en este reactor. La variable independiente, tiempo, al ser cambiada por el
tiempo de residencia podrd permitir el uso de este modelo para otros reactores tubulares
o por lotes [16]. En la figura 5.2 (a), se aprecia el drastico aumento en la grafica de
conversion del mondmero de MMA a los 3.5 minutos de haber avanzado la reaccién (tiempo
de residencia), la cual se debe al inicio del efecto gel, haciendo que la reaccién se vuelva
incontrolable debido a un aumento en la viscosidad del sistema, que hace mas lenta la etapa
de terminacién. Se observa la respuesta contraria en la concentracién de mondémero de
MMA (figura 5.2 (b)). El comportamiento del iniciador es muy distinto a los demas estados.
Esto se debe a que el iniciador se extingue mas rapidamente sin importar lo que pase en el
medio reaccionante [37], por lo que la concentracién de esté no se vera afectada por el
efecto gel, como se ve en la figura 5.2 (c). En el perfil de los radicales formados, se aprecia
el mismo aumento drastico debido al efecto gel (figura 5.2 (d)) que se dio en la conversion
del mondmero. Sin embargo, esto conlleva un alza en la temperatura de la reaccion,
favoreciendo el crecimiento en numero de las moléculas reaccionantes, pero no en su
longitud.

1 Siglas en inglés (Continuos Stirred Tank Reactor) del reactor continuo de mezcla perfecta.
2 Siglas en inglés (Plug Flow Reactor) del reactor en flujo pistén.
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Figura 5.2 Resultados respecto al tiempo de residencia para la polimerizacion isotérmica de PMMA
en un reactor tubular en (a)conversion de mondémero, (b)concentracién de mondmero,
(c)concentracidon de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracion
de polimero formado (u;, con i = 0,1,2) y (f)peso molecular promedio en peso (Mw) y peso
molecular promedio en nimero (M,).
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Es por eso que se observa la disminucién en el valor de My en la figura 5.2 (f). Estos
resultados no son deseados, ya que, silatemperatura del reactor se eleva, el proceso puede
ser peligroso, pasando por un gel hasta petrificar, lo cual puede resultar en un bloqueo de
la salida del reactor o que el aspa no pueda girar, inutilizdndolo y deteniendo el proceso.
Por lo tanto, es necesario mantener un estricto control del enfriamiento de la reaccion
como se planted en la seccién 3.1.5.

Cuando se considera el modelo acoplado para el conjunto de reactores, la respuesta a la
salida del reactor continuo de mezcla perfecta en régimen permanente, se tomara como
los valores iniciales para el reactor tubular. Esta configuracion permite mejorar la calidad
del producto al obtener un mayor nimero de radicales poliméricos en la primera unidad
(CSTR), que posteriormente incrementaran su longitud en el PFR. Esto se puede apreciar de
manera cuantitativa en la segunda parte de la tabla 5.1, donde se reportan los datos finales
de los estados.

B CSTR mPFR

120%

99.97% 99.82% 99.40%
100% 93.84%

89.49% 84.17%
0, .

79.34y 82.60% " s 06%
80% -I07%
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20% 51% :
0.18 0.60 I I 616 I
1 .
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AL A2 o 1 2 X Mw

Porcentaje de los valores de los estados a la salida de cada reactor isotérmico

Figura 5.3 Comparacion de los valores finales de cada estado
en el modelo acoplado isotérmico (CSTR-PFR)

Para facilitar la descripcidn de estas variaciones, se muestra la figura 5.3, en la cual se hace
una comparacion de los valores finales de cada estado para cada reactor del modelo
acoplado. Los valores de esta tabla estan en funcidn a la aportacion parcial que cada reactor
realizo en el modelo acoplado isotérmico para cada estado. En el caso del mondmero de
MMA, se observa que su consumo en el reactor agitado es minimo, cerca del 10%, ya que
solo reaccionard al principio de la reaccion para lograr el proceso de iniciacién directa. En
cambio, el consumo del mondmero en el reactor tubular, por las altas conversiones que se
alcanzan, serd casi del 90%. Esto se debe al crecimiento de la cadena y por ende del peso
molecular promedio en peso que se logra al final de dicho reactor. Se sabe que el iniciador
AIBN se descompone exponencialmente sin importar que pase durante una polimerizacién
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Figura 5.4 Resultados respecto al tiempo de residencia para la polimerizacidon isotérmica de PMMA
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Isotérmica [37], por lo tanto, el consumo de éste en ambos reactores mostrara un
comportamiento muy diferente a todos los demds estados: alrededor del 40% en el reactor
agitado y del 50% en tubular. En las comparaciones de los momentos A;, se puede observar
claramente que de su produccién total, el 99%, ocurre en el reactor tubular, ya que la etapa
de propagacién dada en este reactor necesita una cantidad mas grande de radicales para
poderse llevar a cabo. Para los momentos p;, se observa un crecimiento modesto en el
reactor agitado (alrededor del 20%), y nuevamente se distingue la predominancia de su
crecimiento total, entre 80 y 90%, en el reactor tubular. Con esto en mente, se puede
concretar que en el reactor tubular se obtiene la mayor concentracién de polimero
formado, el cual va ligado al crecimiento de la cadena y del peso molecular. Para la
conversion total del mondmero de MMA, se observa que casi toda se lleva a cabo en el
reactor tubular (80%), corroborando lo anteriormente dicho: si la cadena crece por la
existencia de mas radicales, se obtendra un mayor peso molecular logrando conversiones
altas en el reactor tubular.

Los resultados dindmicos para el reactor tubular del modelo acoplado para cada estado se
aprecian en la figura 5.4. Se observa que la reaccién empieza a suceder pasando los 10
minutos del tiempo de residencia. Las discusiones dadas en el parrafo anterior son validas
también para esta figura. El efecto gel también estad presente en todas las graficas de los
estados de interés, como un incremento subito en cada resultado. Confirmamos el efecto
de la temperatura en el peso molecular promedio: si la temperatura aumenta, el peso
molecular disminuye (figura 5.4 (f)). A continuacion, se presentan los resultados no
isotérmicos, con los cuales se buscara controlar este efecto.

5.1.2. Simulacion Dindmica y en Régimen Permanente No Isotérmicas

Al igual que en el modelo anterior, los resultados que se presentan para el reactor continuo
de mezcla perfecta son dinamicos. Se mantiene el mismo vector de estados iniciales que se
us6 en el modelo isotérmico. Los valores de la temperatura del reactor (7) y del servicio de
enfriamiento (T}!) iniciales son: 25° C y 50° C respectivamente. La figura 5.5 muestra la
respuesta no isotérmica de éste reactor. La conversiéon del monédmero de MMA que se
observa en la figura 5.5 (a), mantiene la misma tendencia hacia un valor constante (RP) que
se mostré en el modelo isotérmico. Ya que la longitud de la cadena del polimero solo se ve
afectada por cambios en la concentracion del mondmero o del iniciador, y no por cambios
minimos en la temperatura (menores a la T, del PMMA), las figuras 5.5 (a)-(e), compartiran
el mismo perfil de los estados mostrados en el caso isotérmico. En el caso del peso
molecular (figura 5.5 (f)), se puede observar un decremento al inicio de la reaccion. Esto se
debe a que la velocidad de la iniciacion crece cuando la temperatura también lo hace, por
lo que las figuras 5.5 (f) y (g) estaran intimamente ligadas cuando la temperatura aumente
en los siguientes casos de estudio. Sin embargo, si la temperatura se mantiene alta, se

1 Jacket. “Chaqueta”, nomenclatura usada para referirse al servicio de enfriamiento.

37



02 [ [ [ [ [ [ [ [

conversion
=)
—

t [min]
o~
7
;
= 05T :
§ (c)
g
0
E 00256 I I [ [ [ [ [ [

S0 0D D hn o0 onon W

t [min]

"E 1020 I I [ [ [ [ [
g
0
£
0
0
£
;
o}
’g [ [ [ L L
s
5 —1/
@ .................................................. .
1 A T
g .
E (g) '
E 20 I I [ [ [ [ [ [

O N (I O

{ min

radicales [mMmol/dn+] Monomero [mol/dni]

Peso molecular

].0 [ [ [ [ [ [ [ [
05

(b)
9 [ [ [ [ f f f [
(N T I T T I

Figura 5.5 Resultados dindmicos para la polimerizacidon no isotérmica de PMMA en un reactor
continuo de mezcla perfecta en (a)conversién de mondémero, (b)concentracidn de mondémero,
(c)concentracidn de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracién
de polimero formado (y;, coni = 0,1,2), (f)peso molecular promedio en peso (M) y peso molecular
promedio en numero (M,) y (g)temperatura del proceso (T) y temperatura del fluido de

enfriamiento (T}).



favorecera el efecto gel, la viscosidad aumentara y las cadenas poliméricas no creceran [39].
Con esto en mente, se confirma qué a altas temperaturas, el peso molecular disminuye,
dandonos como resultado uno de los objetivos primeramente planteados: obtener un peso
molecular alto, ya que de él depende la calidad del polimero resultante.

Al igual que en el caso isotérmico, los datos finales del modelo dinamico para cada estado,
servirdn como el vector de valores iniciales para el modelo del reactor continuo de mezcla
perfecta en régimen permanente y se muestran en la tabla 5.2. Se agregaron los valores de
Ty Tjpara observar la su influencia en los valores finales de los demas estados.

Tabla 5.2 Simulacién No Isotérmica de CSTR y del modelo acoplado

Estados a la salida del reactor CSTR con régimen Estados del modelo acoplado a la salida de

permanente cada reactor (segunda parte)
Reactor/Estado CSTR CSTR PFR
M[mol/dm?3] 9.08 9.68 0.40
I[mol/dm?3] 0.02 0.02 5.45x10?°
ho[mol/dm?3] 2.45x107 9.86x10® 1.22x10°%
M[mol/dm?3) 2.32x10* 1.99x10* 4.55x101?
Az[mol/dm?] 0.44 0.80 2.97x10°8
po[mol/dm?3] 0.001 1.84x10* 0.59
pa[mol/dm?3] 1.21 0.40 3.38
pz[mol/dm?] 2.44x10° 1.75x10° 2.30x10°
X 0.11 0.04 0.97
T[°C] 74.81 61.29 135.45
T;[°C] 50.09 50.10 135.45
Mw/[Daltons] 2.01x10° 4.36x10° 8.30x10*

Para el modelo del reactor tubular, el vector de estados iniciales se mantiene igual que él
usado en el modelo del reactor continuo de mezcla perfecta. Los valores de la temperatura
del reactor (T) y del servicio de enfriamiento (7;) iniciales son: 85° C y 120° C
respectivamente. En la figura 5.6 se pueden observar los resultados no isotérmicos para el
reactor tubular. Debido a las altas temperaturas logradas en este reactor (mayores que la
Tgy), el efecto gel es observable a los pocos minutos de iniciado el proceso: se obtiene un
incremento en la conversién de mondémero (figura 5.6 (a)), disminuciones abruptas en las
concentraciones de mondmero e iniciador (figuras 5.6 (b) y (c)), y pequeios incrementos
en los radicales y polimero formado (figuras 5.6 (d) y (e)) para después disminuir y tender
hacia un valor constante (inicio del RP). Todas estos comportamientos se deben a la
disminucidén de la constante de terminacion k;, haciendo que la reaccién termine por el
impedimento de las cadenas a reaccionar y por el aumento de la viscosidad del medio, como
se comentd en el caso del reactor continuo de mezcla perfecta. En las figuras 5.6 (f) y (g), se
observa la relacidon que guarda la temperatura con el peso molecular; son inversamente
proporcionales.

De igual manera, si se considera el modelo acoplado para el conjunto de reactores, los
valores iniciales del reactor tubular fueron los valores a la salida del reactor continuo de
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mezcla perfecta. Este arreglo lograra mejorar la calidad del producto obteniendo un mayor
numero de radicales poliméricos en el primer reactor (CSTR) y una longitud mas alta en el
segundo reactor (PFR). Los datos finales de este arreglo se aprecian de manera cuantitativa
en la segunda parte de la tabla 5.2. Cabe destacar que los valores a la salida del reactor
continuo de mezcla perfecta son distintos a los obtenidos en el mismo reactor en régimen
permanente, ya que, en el caso no isotérmico, se presenta la multiplicidad de respuestas,
ya que al agregar el modelo del reactor tubular al del reactor continuo de mezcla perfecta,
se deben satisfacer las ecuaciones, i.e. las raices del sistema, que ahora dependerdn
también del modelo del reactor tubular.

mCSTR mPFR
120.00%
0, 0, 0, 0, 0,
o000y 9591% 100.00%100.00%100.00%100.00%  99.97% 06 319
-00% 89.33%
84.20%
0,
80.00% 60,009 7318%
61.09%
60.00%
38.9
40.00%
6 3096,
20.00% 10.6 -80%
0,
09% 88 00% Moo% Moo% 1.00%.03 [ 3.69 I
0.00% - -
M | A A A2 W ol ow X T T Mw
-20.00%

Porcentaje de los valores de los estados a la salida de cada reactor no isotérmico

Figura 5.7 Comparacion de los valores finales de cada estado
en el modelo acoplado isotérmico (CSTR-PFR)

En la figura 5.7, se muestra la descripcion de las variaciones en el modelo acoplado, en
donde se hace una comparacion de los valores finales de cada estado para cada reactor.
Estas variaciones estan en funcion a la aportacidn parcial que cada reactor realizo en el
modelo acoplado no isotérmico para cada estado. Para el monémero de MMA, su consumo
en el reactor continuo de mezcla perfecta es minimo (4 %) por el proceso de iniciacion
directa, mientras que, en el reactor tubular, logra consumirse casi enteramente (96 %)
debido al crecimiento de las cadenas que se da en este reactor. Otra muestra de este
crecimiento se puede apreciar en la concentracion de iniciador AIBN, agotdndose
enteramente en el reactor tubular, ddndonos un consumo del 100 %. Este comportamiento
también se dard en la concentracién de radicales formados (4,), ddndonos otra sefial del
rapido consumo total de los radicales en el reactor tubular. En la concentracién del polimero
formado (ug), se aprecia que en el reactor tubular se da su aportacidn total en el proceso,
ya que en el primer reactor, como solo se crean las cadenas poliméricas, mas no crecen, el

41



conversion

polimero Lli[rnol/drn:s] Iniciador [rnol/drrig]

Temperatura [°C]

05p

0

002

002

1

0

0

10

(a)

0 5 10 15 2 s

(c)

[ I [ [

0 5 0 15 20 5
[min]

[ I [ [
--------------------------- _Hg
............................. o ey

) (&) -,
[ I [ [
0 5 0 15 20 5
[min]
I I [ I [
_'l"
...... Tj
(g)
I I [ I [
0 2 4 6 8 10 Il

t min]

i Monomero [mol/dni]

radicales },.[rrlol/drn3]

Peso molecular

10

(b)

10 15 2 s

(d)

10 15 l 2

(f)

%

Figura 5.8 Resultados respecto al tiempo de residencia y dinamicos para la polimerizacién no
isotérmica de PMMA en el modelo acoplado (CSTR-PFR) en (a)conversion de mondmero,
(b)concentracidn de mondmero, (c)concentracién de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;,
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promedio en peso (M) y peso molecular promedio en nimero (M,) y (g)temperatura del proceso
(T) y temperatura del fluido de enfriamiento (T}).
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polimero formado no estarda tan concentrado. La conversidn total se logra en el reactor
tubular (96 %), siendo esto otra prueba del crecimiento de la cadena y el consumo total del
iniciador y los radicales, corroborando la relevancia del reactor tubular en el proceso
completo. Debido a que el crecimiento de la cadena es una reaccidn altamente exotérmica,
la aportacion mayor (70 %) de la temperatura del proceso se dard en el reactor tubular, por
lo que la contribucién de la temperatura del fluido de enfriamiento también aumentard
como consecuencia. Por esta razén, la aportacién mayor del peso molecular se dara en el
reactor continuo de mezcla perfecta, ya que no se alcanzan altas temperaturas en este
reactor.

La respuesta dindmica del reactor tubular del modelo acoplado se muestra en la figura 5.8.
La temperatura inicial del reactor continuo y del reactor tubular son: 50° C y 120° C,
respectivamente. Las explicaciones dadas en el parrafo anterior comprueban lo observado
en esta grafica. Sin embargo, el método usado para integrar las ecuaciones diferenciales
ordinarias del cual consta el modelo, presento problemas para encontrar una respuesta
continua en la concentracion de los radicales formados (figura 5.8 (d)). Aun asi, se encontré
la trayectoria resultante para cada estado en funcién del tiempo de residencia. En las figuras
5.8 (a) y 5.8 (e), se observan los incrementos abruptos en la conversién y el polimero
formado. Estos se deben al aumento de la viscosidad y el aumento de la temperatura de
reaccion. Otra vez se puede observar el comportamiento del peso molecular ligado a la
temperatura: si estd aumenta, la anterior disminuye (figuras 5.8 (f) y 5.8 (g)). Cabe destacar
gue la temperatura del fluido de enfriamiento para el modelo acoplado de reactores,
tardara mas en enfriar que en el caso del reactor tubular dinamico, ya que las temperaturas
alcanzadas en el este modelo son mayores por considerar el conjunto de reactores. A partir
de estos valores finales, los reportados en la segunda parte de la tabla 5.2 y las curvas de Ia
figura 5.8, se hard el andlisis de sensibilidad para probar cdmo se comporta el sistema a los
cambios en las variables de decisién.

5.2 Analisis de Sensibilidad

Ya que se comprobd que el modelo acoplado para el conjunto de reactores daba resultados
congruentes con lo que pasa en la realidad, se realizaron varios experimentos para observar
como se comporta el sistema ante cambios en las condiciones de reaccién. Las condiciones
gue se cambiaron fueron: cantidad de Iniciador, figura 5.9 y la Temperatura de entrada del
fluido de enfriamiento, figura 5.10. Las variables que nos interesa seguir son: conversion
(figuras 5.9 y 5.10 (a)), peso molecular (figura 5.9 y 5.10 (f)) y la Temperatura (figura 5.9 y
5.10 (g)). Se partira del resultado del modelo acoplado de reactores no isotérmicos (figura
5.8) para modificar las condiciones de operacion.

5.2.1 Iniciador
De la concentracion de iniciador dependera directamente el resultado de la conversidn,
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Figura 5.9 Resultados del cambio de iniciador para la polimerizacidn no isotérmica de PMMA en el
modelo acoplado (CSTR-PFR) en (a)conversién de mondmero, (b)concentracién de mondémero,
(c)concentracidon de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracion
de polimero formado (y;, coni = 0,1,2), (f)peso molecular promedio en peso (Mw) y peso molecular
promedio en numero (M,) y (g)temperatura del proceso (T) y temperatura del fluido de
enfriamiento (T)). Las concentraciones de Iniciador inicial son: I,(1) = 0.0258 mol/dm?3, I,(2) =
0.0129 mol/dm3y I;(3) = 0.0064 mol/dm?.
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como se puede apreciar en la figura 5.9 (a). A medida que la concentracion de iniciador
aumenta, la conversién se hace mads rdpida, es decir, en menos tiempo se alcanza el efecto
gel encontrado en la respuesta del reactor tubular del modelo acoplado de reactores,
obteniendo como consecuencia, un aumento en su valor. Esta misma tendencia se puede
apreciar en la concentracién de mondédmero, pero en sentido inverso (figura 5.9 (b)). En el
caso del iniciador, el efecto es observable directamente, como se ve en la figura 5.9 (c). El
método usado para resolver el sistema de ODEs, presento problemas para encontrar todas
las respuestas a lo largo del reactor (figura 5.9 (d)). Esto se observa como espacios en blanco
haciendo que el trazo no sea continuo, ya que, en esta parte el método no convergid. Se
puede observar que la concentracidon de polimero formado disminuird en relacion a las
diferentes concentraciones de iniciador, como se ve en la figura 5.9 (e), ya que se debe
lograr el balance exacto para cada caso entre los radicales y polimero reaccionante. Este
mismo comportamiento se observa en el peso molecular (figura 5.9 (f)). Esta tendencia es
consecuencia de la formacidn de nuevas cadenas de polimero debidas al aumento de la
concentracion de iniciador, aunque no se da el crecimiento de las mismas, por lo que el
peso molecular disminuira.

5.2.2 Temperatura

Partiendo de la conclusién encontrada en la seccién 5.1.2: a mayores temperaturas, el peso
molecular disminuye; se hicieron corridas para comprobar este efecto en el peso molecular.
La figura 5.10 muestra los resultados para cada estado de interés. Para la conversién del
mondémero de MMA, si la temperatura aumenta, el efecto gel se obtendrda mucho antes en
comparacion con el caso base y se llegarda mas rapidamente a la conversién total,
aumentando su valor (figura 5.10 (a)). En cambio, el valor minimo de la concentracion de
mondémero, como consecuencia del efecto gel, se alcanzara en un menor tiempo al
aumentar la temperatura inicial del proceso, como se ve en la figura 5.10 (b). Mientras que
en el caso de la concentracion de inicidor, el efecto gel nuevamente se dard antes de lo
previsto en el caso base, debido a la degradacion térmica del iniciador (figura 5.10 (c)).
Nuevamente, se observaron problemas en la concentracién de los radicales formados,
debido al método usado para resolver el problema de ODEs (figura 5.10 (d)), por lo que se
veran espacios en blanco donde el método no haya convergido para encontrar la respuesta.
Para la concentracidn de polimero formado, sus valores seran cada vez mayores al
aumentar la temperatura como se puede observar en la figura 5.10 (e) ya que se promueve
el crecimiento de la cadena en base a los cambios de la temperatura. Sin embargo, se puede
observar que el peso molecular disminuye al aumentar la temperatura debido al
incremento en la viscosidad del medio y el impedimento en la mobilidad de las cadenas
(figura 5.10 (f)). Finalmente, en el caso de la temperatura del reactor, se da el
comportamiento inverso, al tener un servicio de mayor temperatura, la temperatura del
reactor aumenta, debido al balance energético que se da en el reactor, como se ve en la
figura 5.10 (g).

45



I t t r t {E 10 T T T T T T T
c (a) v — T
$ >
; — T
- I o
e o — T
§ — T :
—m (b)
r I r I I r ; S I r I I r
002 14 06 LSy U2 14 U L A I R VA
003 [ [ [ [ I [ [ I - W
% Il t
300 g
? 0
: — T £
= 3
% — Q) y
i 0 — 08 9
.E 03 (c) :
001 [ [ [ [ I [ [ I Q
L A L1V VTR R N
“,)_‘ ].0 [ I [ [ I [ [ [ b I[mln]
E 10 [ [ [ I [ [ [ [
N v S Mo <«
: 0 10 T — ; ‘\
F V= " w
: . : ()
5 (e b
8- 105 [ I [ [ I [ [ [ 102 [ [ [ I [ [ [ [
02 104 N6 Mgl U2 U4 U 4 M5 M8 Myl 14 16 L8
250 [ [ [ [ [
v
o
3
@
0
Q
:
0
}_

Figura 5.10 Resultados del cambio de la temperatura del fluido de servicio para la polimerizacién no
isotérmica de PMMA en el modelo acoplado (CSTR-PFR) en (a)conversion de mondmero,
(b)concentracidn de mondmero, (c)concentracién de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;,
con i =0,1,2), (e)concentracion de polimero formado (y;, con i = 0,1,2), (f)peso molecular
promedio en peso (M) y peso molecular promedio en nimero (M,) y (g)temperatura del proceso
(T) y temperatura del fluido de enfriamiento (T}). Las temperaturas de fluido de servicio iniciales son:
Tjo(1) = 50°C, Tjp(2) = 55° Cy Tjp(3) = 60° C.
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En base a las conclusiones obtenidas en el andlisis de sensibilidad, es conveniente destacar
al improtancia de la temperatura de reaccién, asi como de la concentracién de iniciador, ya
gue de estas condiciones de entrada dependera enormemete la produccién y la calidad del
producto. En la siguiente seccidon se muestra la optimizacidon del proceso para obtener la
condiciones aptas para el producto final deseado.

5.3 Optimizacion Mono-objetivo

La calidad del polimero resultante depende enormemente de su distribucidon de pesos
moleculares. Entre menor sea esta distribucion, las propiedades relacionadas a la calidad
del polimero mejoraran obteniendo un producto altamente comercial. Es por eso que en la
funcién objetivo se plantea el peso molecular final del producto y la conversién de
mondmero total alcanzada como metas principales. De esta manera, la ecuacion (5.1), sera
la funcién objetivo a minimizar:

. X\? My \"
min 1-—3) + 1—— dt
T;CTiP ), X My,
(5.1)

donde X%y M{,il, representan la conversion y el peso molecular promedio en peso que se
desea obtener, los cuales son 0.9 y 250 000 Daltons respectivamente, mientras que X y My,
son los valores obtenidos a la salida del proceso. TjoC y TjoP son las variables de decision,
correspondientes a las temperaturas del fluido de enfriamiento para ambos reactores (CSTR
y PFR). El objetivo es calcular los valores de las temperaturas que permitan alcanzar los
valoresde X%y M,?V lo mas pronto posible. Se resolvié este problema mediante dos técnicas
de optimizacién: Programaciéon Cuadratica Secuencial (SQP) y Punto Interior (IP). A
continuacion, se muestran los resultados obtenidos para cada técnica usada.

5.3.1 Programacion Cuadratica Secuencial

Para resolver el problema de optimizacién (ecuacién (5.1)), es necesario plantear limites
inferiores (Ib) y superiores (ub) para las variables de decisién, para acotar el dominio de
busqueda para las temperaturas. Estos limites son las expresiones (5.2) y (5.3):

Ib = [T;C:18°C,T;P:18° C| + 273.15 (5.2)
ub = [T;C:100° C, T;P: 200° C] + 273.15 (5.3)

Se utilizé una computadora Intel Core i3 con una velocidad de 1.90 GHz y 6 GB de RAM. El
tiempo para encontrar la solucion fue de 10 segundos. Después de 2 iteraciones, los valores
minimos encontrados de TjoC y TjoP fueron 67.75° C y 92.38° C, respectivamente. La
simulacion realizada con estos valores de Ty C y Tjo P se muestra en la figura 5.11. Los valores
a la salida del reactor tubular se muestran en la tabla 5.3. Se puso especial importancia en las
variables de decision siguientes: X, T, T; y My,. Se obtuvo la conversion deseada, sin embargo,
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Figura 5.11 Resultados de la simulacién con los valores éptimos de T; obtenidos por SQP para la
polimerizacion no isotérmica de PMMA en el modelo acoplado (CSTR-PFR) en (a)conversién de
mondmero, (b)concentracidon de mondmero, (c)concentracion de iniciador (AIBN), (d)radicales
poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracidn de polimero formado (y;, con i = 0,1,2), (f)peso
molecular promedio en peso (M) y peso molecular promedio en nimero (M,) y (g)temperatura del
proceso (T) y temperatura del fluido de enfriamiento (T}).
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el peso molecular obtenido fue menor, aunque se encuentra en el orden del valor deseado.
Mediante este método, se obtienen mejores politicas de operacién, ya que la temperatura
del fluido de servicio, disminuye 10 % en la relacién al caso base para poder obtener un
peso molecular mayor (cerca del 20 % mayor), mostrando de nueva cuenta la estrecha
relaciéon que guardan la temperatura (T y T)) con el peso molecular promedio en peso (My).

Tabla 5.3 Simulacién No Isotérmica del modelo acoplado con la respuesta de la Optimizacién Mono-objetivo

Estados del modelo acoplado a la salida de cada reactor (SQP)

Reactor X T[°C] T;[° C] Mw/[Daltons]
CSTR 0.11 75.85 65.84 1.89x10°
PFR 0.97 120.84 120.84 1.01x10°
CSTR 0.11 75.68 65.69 1.91x10°
PFR 0.97 120.67 120.66 1.02x10°

5.3.2 Punto Interior

Nuevamente fue necesario el uso de limites inferiores y superiores para poder resolver el
problema de optimizacién (5.1). Estos limites toman los valores anteriormente usados en
SQP (5.2 y 5.3). Se us6 la misma computadora con las mismas caracteristicas. El método
tardo 21 segundos en encontrar la solucién. Después de 9 iteraciones, los valores minimos
encontrados de Tj,C y TjoP fueron de 65.60° Cy 92.14° C respectivamente. La simulacion
realizada con estos valores de T, C y T P se muestra en la figura 5.12. Los valores a la salida
del reactor tubular se muestran en la segunda parte de la tabla 5.3. Nuevamente se obtuvo
la conversidon deseada, sin embargo, el peso molecular obtenido siguid siendo menor al
deseado, aunque mayor al encontrado en el método anterior (SQP). Se obtuvieron mejores
politicas de operacién en relacién al caso base: la temperatura del fluido de servicio
disminuye 10 % su valor y el peso molecular promedio crece cerca de 22 %. De este modo,
el método mas apto para obtener la mejor politica de operacién es el de Punto Interior ya
gue se cumplen las metas planteadas en la funcién objetivo. Aunque, basandose en estos
resultados, se comprueba que los objetivos estan comprometidos, es decir, uno no puede
mejorar sin que el otro disminuya su valor. Por esta razéon se probaron las técnicas de
Optimizacion Multi-objetivo, que se veran en la siguiente seccion.

5.4 Optimizacion Multi-objetivo

Como se comprobd en la seccidn anterior, la conversién y peso molecular deseados, X% y
M{},, estdn comprometidos, es decir, no se puede minimizar un objetivo sin necesariamente
aumentar el otro; por lo tanto, deben buscarse soluciones alternas. Por tal motivo, el
proposito de la Optimizacion Multi-objetivo, consistira en obtener las T;,C y Tjo P 6ptimas
gue cumplan con ambos objetivos. Estas soluciones alternas, se obtendran a partir de la
frontera de Pareto. Se formularon varios casos de estudio a partir de las variables deseadas.

En el primer caso, estas variables fueron X¢ = 0.9 y Mﬁ, = 2x10° Daltons, con las cuales
se realizaron corridas mediante el método de e-Restringida con distintas temperaturas
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Figura 5.12 Resultados de la simulacién con los valores éptimos de T; obtenidos por IP para la
polimerizacidon no isotérmica de PMMA en el modelo acoplado (CSTR-PFR) en (a)conversion de
mondmero, (b)concentracidon de mondmero, (c)concentracion de iniciador (AIBN), (d)radicales
poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracidn de polimero formado (y;, con i = 0,1,2), (f)peso
molecular promedio en peso (M) y peso molecular promedio en nimero (M,) y (g)temperatura del
proceso (T) y temperatura del fluido de enfriamiento (T}).
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iniciales del fluido de enfriamiento para ambos reactores obteniendo fronteras de Pareto
para cada corrida. Estas temperaturas iniciales fueron de 60° C para el reactor continuo de
mezcla perfecta, y para el reactor tubular fueron de 60° C, 80° Cy 120° C. En las figuras 5.13
— 5.15 se muestran las fronteras de Pareto para cada corrida con las correspondientes
temperaturas iniciales.

Frontera de Pareto. Corrida (a)
0.95

[
0.945

0.94 .
® Valores Optimos

0.935

Z2

0.93 ® @ Punto Utopia

o0
0.925 o®
. o

[
s (3
0.92 %o 20.4498, 0.9225

0.915
20.4 20.45 20.5 20.55 20.6

Z1

Figura 5.13 Frontera de Pareto para la corrida (a). T;oC = 60°C, y TjoP = 60°C. Los
valores en rojo son las coordenadas de la solucion eficiente. Solucion Eficiente: TjoC =
60.84° C y TjoP = 60.60° C, Punto Utopia: Z; = 20.45y Z, = 0.95.

Frontera de Pareto. Corrida (b)

0.25
0.2 - e
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0.05 ® Punto Utopia
0
21.6 21.7 21.8 21.9 22 22.1

Z1

Figura 5.14 Frontera de Pareto para la corrida (b). TjoC = 60°C, y TjoP = 80°C. Los
valores en rojo son las coordenadas de la solucion eficiente. Solucion Eficiente: T;oC =
60.30° C y TjoP = 80.09° C, Punto Utopia: Z; = 22.06y Z, = 0.21.

Posteriormente, se realizd la simulacién del proceso de produccion con las temperaturas
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iniciales optimas del fluido de enfriamiento ligadas a la solucién eficiente de cada corrida,
gue se encontraron en las fronteras de Pareto, a través del calculo de la norma Euclidiana.
Este algoritmo se realizé6 para cada corrida, por lo que se obtuvieron tres resultados de
simulaciones correspondientes a cada solucion eficiente para cada corrida realizada. En las
figuras 5.16 — 5.18, se pueden ver los resultados de estas simulaciones.

Frontera de Pareto. Corrida (c)
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Valores Optimos

0.39 22.2756, 0.3929 Punto Utopia
0.385
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0.37
22 22.1 222 223 224 225 226 227

Z1

Figura 5.15 Frontera de Pareto para la corrida (c). TjoC = 60° C, y TjoP = 120° C. Los
valores en rojo son las coordenadas de la solucién eficiente. Solucion Eficiente: T;oC =
60.80° Cy TjoP = 120° C, Punto Utopia: Z; = 22.27y Z, = 0.41.

En cada corrida se tuvieron valores dptimos obtenidos a partir del método de e-Restringida,
el cual permite establecer el nimero de posibles respuestas para cada corrida. De entre
todas estas respuestas posibles, fue necesario determinar la mejor solucién, es decir, la
solucidn eficiente. Esto se logré mediante el cdlculo de la norma Euclidiana, y la seleccién
del menor valor del resultado de esta. De esta forma, se tuvo para cada corrida, la soluciéon
eficiente que, a su vez, tiene ligadas las temperaturas iniciales del fluido de enfriamiento
(Tjo) para cada reactor. Sin embargo, fue necesario la determinacion del mejor resultado
entre todas las corridas para este caso de estudio partiendo del analisis de cada solucién
eficiente. Para esto, se uso el criterio que Gupta y Garg [27] emplearon para decidir la mejor
solucidn eficiente: aquella que diera los valores de las variables de interés mas cercanos a
los deseados. Siendo asi, la solucidén éptima para este caso de estudio, es la encontrada en
la figura 5.13, ya que al probar las temperaturas Tj, ligadas a la solucion eficiente, se obtiene
el valor de X y de M,, mas cercanos a los deseados: X = 0.98 y M,, = 2.5940x10° Daltons.
No obstante, la temperatura Tj, del reactor tubular (60.84° C) ligada a esta respuesta no es
apta para el proceso, ya que no es lo suficientemente alta para permitir que el polimero
resultante fluya. Por lo tanto, se eligi6 como mejor respuesta la correspondiente a la figura
5.15, con las temperaturas T;,C = 60.80° C'y TjoP = 120° C ligadas a ella. De este modo,
logra mantener el polimero en las condiciones deseadas (fluido apto para extrusién).
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Figura 5.16 Resultados de la simulacidn con los valores de T; relacionados a la solucién eficiente

encontrada en la corrida (a) en (a)conversion de mondmero, (b)concentracién de mondémero,
(c)concentracidn de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracidn
de polimero formado (u;, con i = 0,1,2), (f)peso molecular promedio en peso (My) y peso
molecular promedio en nimero (M,) y (g)temperatura del proceso (T) y temperatura del fluido de
enfriamiento (T}).
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Figura 5.17 Resultados de la simulacién con los valores de T; relacionados a la solucion eficiente
encontrada en la corrida (b) en (a)conversién de mondmero, (b)concentracion de mondémero,
(c)concentracidon de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracion
de polimero formado (y;, coni = 0,1,2), (f)jpeso molecular promedio en peso (M) y peso molecular
promedio en numero (M,) y (g)temperatura del proceso (T) y temperatura del fluido de
enfriamiento (T}).
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Figura 5.18 Resultados de la simulacion con los valores de T; relacionados a la solucion eficiente
encontrada en la corrida (c) en (a)conversion de mondmero, (b)concentracion de mondémero,
(c)concentracidon de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracion
de polimero formado (y;, coni = 0,1,2), (f)peso molecular promedio en peso (Mw) y peso molecular
promedio en numero (M,) y (g)temperatura del proceso (T) y temperatura del fluido de
enfriamiento (Tj).

55



En cuanto a la evolucion de la temperatura del fluido de enfriamiento, se puede observar la
relacion directa que tiene con la temperatura del reactor, como se ve en las figuras 5.16 -5.18 (g).
Entre mas alta sea la primera, mas rapido se podra enfriar el reactor, y esto es justamente lo que
buscamos, ya que asi se controlara de una manera mas adecuada el peso molecular final del
polimero (figuras 5.16 — 5.18 (f)), minimizando los decrementos de éste aunados al aumento de
la temperatura, obteniendo de este modo un producto altamente comercial. También se puede
observar como el efecto gel es retardado a raiz del adecuado control de la temperatura. Esto se
puede observar en las respuestas de los demas estados de interés (figuras 5.16 —5.18 (a —e)).

En el segundo caso, las variables deseadas fueron X¢ = 0.9, M{}V = 2x10° Daltonsy PD¢ =
5. Se realizaron corridas mediante el método de suma de Pesos anidado al método de «-
Restringida con distintas temperaturas iniciales del fluido de enfriamiento para ambos
reactores. Estas temperaturas iniciales fueron de 60° C para el reactor continuo de mezcla
perfecta, y para el reactor tubular fueron de 100° C, 110° Cy 120° C. Las fronteras de Pareto
resultantes se muestran en las figuras 5.19 — 5.21.

Frontera de Pareto. Corrida (d)
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0.8 20.8342, 0.799
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Figura 5.19 Frontera de Pareto para la corrida (d). T;oC = 60° C, y TjoP = 100° C. Los
valores en rojo son las coordenadas de la solucion eficiente. Solucion Eficiente: TjC =
66.67° C'y TjoP = 104.50° C, Punto Utopia: Z; = 21.58y Z, = 0.88.

Cabe destacar que las soluciones de Pareto no necesariamente tienen que estar en forma
consecutiva creciente o decrecientemente. Gupta et al. mostraron en su articulo [27] de
optimizacién multi-objetivo la existencia nula de una frontera de Pareto, usando algoritmos
genéticos. Los resultados obtenidos en la corrida (d) son congruentes con los resultados
encontrados por estos investigadores.

A continuacién, se probaron las soluciones eficientes encontradas en las fronteras de
Pareto correspondientes a cada corrida realizada mediante el cdlculo de la norma, en
simulaciones del proceso de produccidon del PMMA. Los resultados de estas simulaciones
se muestran en las figuras 5.22 — 5.24.
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Figura 5.20 Frontera de Pareto para la corrida (e). T;oC = 60° C, y TjoP = 110°C.
Los valores en rojo son las coordenadas de la solucién eficiente. Solucién Eficiente:
TjoC = 60.36° C y TjoP = 110.02° C, Punto Utopia: Z; = 21.03y Z, = 0.81.

Frontera de Pareto. Corrida (f)
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Figura 5.21 Frontera de Pareto para la corrida (f). TjoC = 60°C, y TjoP = 120°C.
Los valores en rojo son las coordenadas de la solucidn eficiente. Solucién Eficiente:
T;oC = 60.84° C y TjoP = 120° C, Punto Utopia: Z; = 22.38y Z, = 0.64.

Usando el mismo criterio que sé uso en el caso anterior para la decisién de la mejor solucién
eficiente, la solucidon encontrada en la figura 5.19 fue la mejor para este caso de estudio,
con X y M,, mas cercanos a los deseados: X = 0.97 y M,, = 9.0284x10*. Sin embargo,
como se pretende trabajar con temperaturas mayores a la temperatura de transicion vitrea
(Ty) del metil metacrilato para atenuar el efecto gel, se decidié tomar como mejor respuesta
la correspondiente a la figura 5.21, (TjoC = 60.84° C y TjoP = 120° C). De este modo, se
puede asegurar un buen desempefio del equipo para evitar cualquier falla correspondiente
al inicio del efecto gel.
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Figura 5.22 Resultados de la simulacion con los valores de T; relacionados a la solucion eficiente
encontrada en la corrida (d) en (a)conversién de mondmero, (b)concentracion de mondmero,
(c)concentracidon de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracion
de polimero formado (u;, coni = 0,1,2), (f)jpeso molecular promedio en peso (M) y peso molecular
promedio en numero (M,) y (g)temperatura del proceso (T) y temperatura del fluido de
enfriamiento (Tj).
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Figura 5.23 Resultados de la simulacion con los valores de T; relacionados a la solucion eficiente
encontrada en la corrida (e) en (a)conversiéon de mondmero, (b)concentracion de mondémero,
(c)concentracidn de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracién
de polimero formado (u;, coni = 0,1,2), (f)peso molecular promedio en peso (M) y peso molecular
promedio en numero (M,) y (g)temperatura del proceso (T) y temperatura del fluido de
enfriamiento (T}).
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Figura 5.24 Resultados de la simulacién con los valores de T; relacionados a la solucién eficiente
encontrada en la corrida (f) en (a)conversién de mondémero, (b)concentracién de mondémero,
(c)concentracidn de iniciador (AIBN), (d)radicales poliméricos (4;, con i = 0,1,2), (e)concentracién
de polimero formado (u;, coni = 0,1,2), (f)peso molecular promedio en peso (M) y peso molecular
promedio en numero (M,) y (g)temperatura del proceso (T) y temperatura del fluido de
enfriamiento (T}).
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6 Conclusiones

6.1. Conclusiones de la simulacion

Se derivaron y resolvieron los modelos matematicos para la simulacién de las dos etapas
gue conforman el proceso continuo de produccién de PMMA grado inyeccidon mediante una
polimerizaciéon en masa. En base a los experimentos de simulacién realizados, se enumeran
las conclusiones a las que se llegaron.

e La calidad del producto estd fuertemente relacionada con las condiciones de
operacion del proceso. A mayor cantidad de iniciador y altas temperaturas del
proceso, se obtendran polimerizaciones mas rapidas, aunque el peso molecular se
vera afectado directamente (disminuyendo su valor en consecuencia al aumento de
temperatura). Es por esta razén, que un buen control de las condiciones de operacién
serd fundamental tanto para la produccién como para la calidad del producto.

e La cantidad de iniciador es de suma importancia ya que va ligada directamente a la
conversion del mondmero. De igual manera, se debe consumir completamente en el
primer reactor, ya que asi se asegura la produccién total de radicales que reaccionan
con el monémero. En el segundo reactor, los radicales creceran por el efecto de la alta
temperatura con la cual se trabaja (mayor de 114° C)

e Dada la naturaleza altamente exotérmica de la reaccidn de polimerizacién, el control
de la remocién del calor generado sera indispensable para garantizar el buen
funcionamiento del reactor y la calidad deseada.

e Con la formulaciéon de este modelo de simulacién, se pudo comprender de mejor
manera la razén del planteamiento del proceso como tal, ayudando al entendimiento
de los resultados de cada corrida realizada. En el primer reactor, no se obtendra una
alta conversion debido a la baja temperatura alcanzada en este reactor, pero se
alcanzaréa un adecuado control de las cadenas reaccionantes (bajas
polidispersidades). Por lo contrario, en el segundo reactor, la conversién sera
mayoritariamente mas alta, ya que la cadena polimérica lograra crecer en mayor
medida gracias a la alta temperatura usada en este reactor.

6.2. Conclusiones de la optimizacion

Se formuld el modelo de optimizacion mono-objetivo y multi-objetivo para determinar las
mejores condiciones de operacién para garantizar la generacion de un producto con la
calidad comercial deseada. Con los resultados obtenidos, se obtuvieron varias conclusiones
para cada caso de estudio. Se enumeran a continuacion.

e Trabajar a altas temperaturas es de vital importancia para el proceso, ya que se logra
retardar eficientemente el efecto gel de esta manera. En el primer caso de estudio
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(X% = 0.9, M, = 2x10° Daltons), se obtuvieron respuestas matematicamente aptas
con la herramienta de optimizacidn. Sin embargo, la temperatura ligada a ellas, no
permite fisicamente que el polimero fluya, por lo que tuvieron que ser descartadas
para la eleccion se la solucion eficiente dptima.

Son necesarias altas temperaturas del fluido de servicio para poder enfriar mas
rapidamente el reactor. En consecuencia, el control del peso molecular promedio en
peso, sera mas facil de lograr obteniendo un producto que cumpla con las
caracteristicas deseadas.

Se obtuvieron discrepancias en la decision de la mejor solucién eficiente en el
segundo caso de estudio (X4 = 0.9, M, = 2x10° Daltonsy PD¢ = 5). Los resultados
arrojados en el método de optimizacidn y en la simulacién ayudaron a comprender
gue no existe relevancia alguna al agregar la polidispersidad como valor deseado en
la funcion objetivo.
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/ Anexos

Al momento de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ciertos métodos numéricos presentan
inestabilidad. Esto es debido a que pequefias variaciones de ciertas variables cambian mucho la
solucion final, por lo que el tamafio de paso para estos métodos numéricos debe de ser
extremadamente pequefio. Una forma de saber si el sistema de ecuaciones presenta dicho problema
es con ayuda del coeficiente de rigidez.

7.1. Coeficiente de rigidez

Dado el siguiente sistema de ecuaciones (7.1) y (7.2):

dx

E:f(x'y) (71)
2= g(xy) (7.2)

en donde f(x,y) y g(x,y) son funciones no lineales. Sea el punto (x,,y,) un punto de
equilibrio, f(xg,v9) =0y g(xo,¥9) = 0, se puede realizar los siguientes cambios de
variables, resultando en las expresiones (7.3) y (7.4):

U=Xx—Xg (7.3)
vV=Yy—Yo (7.4)

El sistema de ecuaciones se puede representar a través de las ecuaciones (7.5) y (7.6):

d d d
d_It‘=a(x_xo) =d—f=f(x,y) =f(xo+u,y,+v) (7.5)
dv _ d _dy _ — 7.6
E_a(y—yo)_E—g(x.Y)—g(xo‘|‘u.yo‘|‘17) (7.6)

Realizando una aproximacion lineal por series de Taylor del sistema anterior, se obtienen
las ecuaciones (7.7) y (7.8):

f(xo+u,yo+v) = f(x0,0) + ug_i(xo.yo) vg_f’(xo,yo) (7.7)
9Go+ Yo +v) =gl yo) +ugl Hve (7.8)
Y arreglando de forma matricial, la ecuacién (7.9) sera:
= f;_i(x Yo) g_f’ u
1 el A N 79
dt X (x050) 0¥ (xgy0)
Que se puede expresar como la expresion en (7.10):
U= ooy U (7.10)
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Con la ecuacién (7.11), se propone la solucién siguiente a la operacién matricial (7.10):
U =eMX (7.11)
Sustituyendo (7.11) en la ecuacién (7.10):
U'=e"Jp X (7.12)
[(xo.yo) * X se expresa como un problema de valores y vectores propios, siendo A el valor

propio y X el vector caracteristico. Este problema se puede expresar como la ecuacion
(7.13):

‘[(xo,yo) ' )_( = /’{‘K (713)

Y su solucidn se obtiene al descartar la solucién trivial (7.14):

det (Jixgyp) — AL) = 0 (7.14)
Sustituyendo (7.13) en (7.12):
U = leMx (7.15)

La ecuacion (7.15) es la derivada de la solucién propuesta (7.11), por lo que esta solucién
propuesta es una solucién al sistema de ecuaciones. La solucidon al sistema es la
correspondiente a la ecuacion (7.16):

n
U= cety,
n=1

(7.16)

El coeficiente de rigidez que se observa en la ecuacidén (7.17), es la relacién entre el valor
propio maximo A, y el valor propio minimo A,;,:

f = max (7.17)

Amin

Si el coeficiente tiene un valor mayor o igual a 103, el sistema de ecuaciones presentara un
problema de rigidez.
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7.2. Propiedades Fisicas

Tabla 7.1 Propiedades Fisicas

Propiedad Unidades Valor Referencia
My g mol? 100.12 (5]
Pm g L1 0.973 — 1.164—X10_3(T — 273.15)X103
Py gLt 1200 [5]
T, °C 114 [14]
Cp Jgtk? 1.674 [40]
Cpj gtk 4.297
AH, J mol® -58.19 x 10° [40]
U Jmintdm2K1 170.3389
D dm 0.5666
7.3. Constantes Cinéticas
Tabla 7.2 Constantes Cinéticas
Constante Unidades Valor Referencia
—) —30600
kq min 6.32x 1016e R
0 3 1 pin-l —4353
ky dm?3 mol™ min 995 x 107 Rr— [14]
0 3 -1 Ho ey § -701
k; dm? mol?! min 5 88x 10%e KT [14]
i dm3 mol* min? L.y Ao [14]
k kS P 2.3¢m
p _49Pm
s B¢m]
i dm3 mol?! min? l +o Ao [14]
ke B e [230m |
Pla¥B¢,
k. dm3 mol! min ki — kg
kg dm3 mol* min?! k¢
4090
1+ 3.956x 10 %e RT
. 13982
0 min 5.4814x 10~ 16e T [14]
. 17420
O min 11353 x 10~22¢ T 1o [14]
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