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Objetivos

Objetivo General

Desarrollar resultados para la preservación de estabilización, pasificación y sincroni-

zación para algunas clases de sistemas dinámicos fraccionarios.

Objetivos Espećıficos

Estudiar caracteŕısticas de los sistemas dinámicos fraccionarios.

Desarrollo de una metodoloǵıa para la preservación de estabilización, y sincroniza-

ción de sistemas dinámicos fraccionarios.

Desarrollo de un resultado anaĺıtico para garantizar la preservación de estabilización

y pasificación de sistemas de orden fraccionario distribuido.

Ilustrar mediante ejemplos la aplicación de las metodoloǵıas desarrolladas para la

preservación de estabilización (y/o pasificación) y sincronización para una clase de

sistemas dinámicos de orden fraccionario.
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Resumen

La sincronización que se analiza en este trabajo es aquella en la que se define un error

de sincronización entre la salida de un sistema fraccionario maestro y varios otros sistema

fraccionarios esclavos, entonces la sincronización se logra al estabilizar la solución en el

origen del sistema fraccionario del error de sincronización. Es por esto que la preservación

de sincronización está fuertemente ligada a la preservación de estabilización y, por ende,

al concepto de pasividad.

El tema de la estabilidad de sistemas de orden fraccionario ha sido estudiado por

varios autores [88, 65, 54, 109], poniendo énfasis sobre distintos tipos de sistemas y dis-

tintas metodoloǵıas de análisis. En este trabajo no estamos interesados en desarrollar un

nuevo criterio de estabilidad, sino criterios sobre las modificaciones que pueden tener los

sistemas, de tal modo que si originalmente estaban estabilizados (sincronizados), enton-

ces permanezcan aśı después de la modificación, preservando la estructura del control.

Además, se extienden resultados de estabilización y pasificación de sistemas orden ente-

ro a una clase de sistemas de orden fraccionario, preservando también la estructura del

control.

La aportación de este trabajo en forma simple consiste entonces en lo siguiente:

Desarrollo de resultados anaĺıticos para la preservación de la estructura de la entrada

de control en la estabilización y sincronización de una clase de sistemas fraccionarios,

ante modificaciones.

Extender resultados de estabilidad y pasividad de Sistemas Lineales Autónomos

a una familia más general de sistemas fraccionarios, preservando la estructura del

control.
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Abstract

The synchronization problem treated in this document is the one where several syn-

chronization errors are defined between the output of a master systems and each of the

outputs of several slave systems, then in such arrengement of systems the synchronization

is achieved through the stabilization of the solution in the origin of the dynamical sys-

tem of each synchronization error. This is why preservation of synchronization is strongly

related to the preservation of stabilization and therefore to the concept of passivity.

The stability of fractional order systems has been a subject studied by several authors

[88, 65, 54, 109], making emphasis on the different kinds of systems and the various types

of approaches for their analisys. In the present work, we are not interested on developing

a new stability criterion, but to find criteria for the preservation of the structure of

the control input; that is, when a system was stabilized (synchronized) and suffers a

modification we want to know about conditions on the modification in such a way that

we assure that the modified system is stabilized (synchronized) by a control input with

the same structure. Furthermore, stabilization and passivation results for integer order

systems are extended to a class of fractional order systems preserving the structure of the

input control.

The main contribution of the present work can be expressed in the following way:

Development of analytic results for the preservation of the input control structure

in synchronization and stabilization in a class of fractional systems, in the presence

of system modifications.

Extension of analitic results for the stability and pasivity of LTI systems to a more

general family of fractional systems, preserving the structure of the control input.
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Notación

N Números naturales.

N0 Números naturales unión el cero.

Z−0 Números enteros negativos unión el cero.

R Campo de los números reales.

R+ Números reales positivos.

C Campo de los números complejos.

Re(z) Parte real del número complejo z.

⊂ Subconjuto propio.

[a, b] Números reales t tales que a ≤ t ≤ b.

c
aD

α
t f Derivada fraccionaria de Caputo de la función f.

f (n) Derivada n− ésima de la función f en el sentido usual, n ∈ N.

viii
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Introducción

En la sección 1.1 se mencionan las nociones básicas necesarias para la comprensión

del presente escrito, además que se intenta indicarle al lector la importancia del tema. En

1.2 se presenta brevemente una revisión de trabajos relacionados con la sincronización y

estabilidad en sistemas fraccionarios. En la sección 1.3 se especifica el problema a abordar

y finalmente en 1.4 se presentan los preliminares básicos que se usan para el desarrollo de

los resultados principales.

1.1. Introducción y Motivación

El Control Automático es una ciencia que se dedica a estudiar propiedades cualitativas

de los modelos de ciertos sistemas que pueden ser f́ısicos, y la forma en la que dichos

sistemas pueden ser estimulados para que reflejen un comportamiento al menos cercano

a lo que se desea.

En ese sentido se han desarrollado varias técnicas útiles para garantizar que el control

funcione, y aún más, en algunos casos también se requiere que el control siga funcionando

a pesar de perturbaciones externas al sistema modelado en cuestión.

El cálculo fraccionario es una herramienta alternativa al cálculo de orden entero, para

el cual ya hay bastantes desarrollos. En ese sentido varias herramientas para el control

de sistemas de orden fraccionario aún están en desarrollo y es justo en ese punto donde

deseamos contribuir con el presente trabajo.

En el desarrollo de éste tema de tesis, se intenta primero extender los resultados de

preservación de estabilidad, pasividad y sincronización dados para orden entero al caso

de una clase de sistemas de orden fraccionario. Una vez desarrollados, los resultados de

preservación de estabilidad para una clase de sistemas orden fraccionario, serán utiliza-

dos para preservar la estabilización, pasificación y/o sincronización de algunos sistemas

dinámicos de orden fraccionario, lineales y no lineales.

A continuación nos referimos a tres de los temas centrales de este trabajo: cálculo

fraccionario, sincronización y preservación.

1



1.1. INTRODUCCIÓN Y MOTIVACIÓN

1.1.1. Cálculo Fraccionario

Varios autores han abundado sobre la importancia del Cálculo Fraccionario y su desa-

rrollo desde los tiempos de L’Hospital y Leibnitz [41], [18], aún cuando el mayor auge en

el uso del cálculo fraccionario para describir sistemas f́ısicos es de hace apenas algunas

décadas. Cabe resaltar que un nombre más apropiado seŕıa cálculo de orden arbitrario,

ya que no es sólo el cálculo de integración y derivación cuyo orden puede estar expresado

en fracciones, sino puede ser cualquier número real.

Algunas propiedades interesantes que se han encontrado al utilizar cálculo fraccionario

para describir sistemas f́ısicos, son las llamadas propiedades hereditarias y de memoria

larga, que no se obtienen al utilizar operadores de orden entero [83]. Estas propiedades

están directamente relacionadas con la estructura de las condiciones iniciales al utilizar

operadores fraccionarios [19].

Existen varias definiciones de derivada e integral fraccionaria, algunas de éstas son:

definición de Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov, M. Caputo, K. S. Miller-B. Ross,

Oldham-Spanier, Kolwankar-Gangal, entre otras. Se usan en este documento la derivada

fraccionaria de Caputo y la derivada fraccionaria de orden distribuido de Caputo.

Las aplicaciones del cálculo fraccionario a la ciencia y la ingenieŕıa han crecido en

las últimas décadas [41], esto se debe en parte a las propiedades de dichos operadores.

Espećıficamente, las aplicaciones que involucran sistemas fraccionarios caóticos han sido

uno de los temas principales de investigación, en este campo, algunos de los trabajos son

[57, 52, 51, 38, 40]. También hay varios trabajos sobre redes complejas de orden entero y

fraccionario, por ejemplo [55, 56, 114, 58].

1.1.2. Sincronización

Sincronización es una palabra que se utiliza coloquialmente para indicar que algo

sucede al mismo tiempo en forma semejante; e. g., nado sincronizado. En general, se

ha estudiado que la sincronización surge en diversas áreas tradicionales del conocimiento

(socioloǵıa, economı́a, bioloǵıa, bioqúımica, entre otras), aśı como en áreas de la ingenieŕıa

(redes de comunicación, acoplamiento de láser); por lo que es importante estudiar este

fenómeno [82, 107, 72, 105].

En particular, en este trabajo el interés se centra en esquemas de sincronización

maestro-esclavo, en los que los sistemas a ser sincronizados están representados mediante

un modelo dinámico con derivadas fraccionarias. Puesto que esquemas semejantes han

sido ya desarrollados para el caso de orden entero. En este documento el problema de

preservación de sincronización se reduce a un problema de preservación de estabilización

del sistema dinámico del error de sincronización.

Hay varios trabajos sobre la sincronización de sistemas fraccionarios autónomos que

2



1. INTRODUCCIÓN

pueden ser descritos como un sistema con una parte lineal y una parte no lineal [95, 80,

103, 59], en tales trabajos se proponen varios esquemas para asegurar que la dinámica del

error satisface ciertas condiciones que lo llevan a la estabilidad, para orden fraccionario

entre 0 y 1 [65], esto significa que la dinámica del error debe cumplir una relación lineal

para que se pueda obtener su sincronización. También esta el esquema propuesto en [63],

basado en [109], donde el sistema dinámico del error puede ser no lineal, lo cual puede

ser visto como una cuestión importante desde el punto de vista anaĺıtico, ya que no se

restringe a que el error sea solamente lineal.

1.1.3. Preservación de pasividad, estabilidad y sincronización en

sistemas de orden entero

En los sistemas de orden entero se han realizado varios trabajos sobre el estudio de

la preservación de estabilidad y pasividad de distintos tipos de sistemas dinámicos, en

algunas ocasiones para garantizar la sincronización. Por ejemplo en [27] se presenta, en

forma de una proposición, una metodoloǵıa para garantizar la preservación de la estabili-

dad del sistema dinámico del error de sincronización utilizando una extensión del método

indirecto de Lyapunov.

Espećıficamente, en [27] los autores desarrollaron dos resultados para la preservación de

estabilidad de sistemas no lineales de orden entero; uno de éstos resultados da condiciones

para la preservación de estabilidad entre sistemas de distinto orden en el vector de estados.

El otro resultado proporciona una mayor visión sobre el tipo de transformaciones que

podŕıan preservar la estabilidad, pero es más restrictivo, puesto que como parte de su

hipótesis se pide la diagonalizabilidad de la parte lineal del sistemas analizados.

Posteriormente, en [32, 5] se presentan extensiones del teorema de la variedad dife-

renciable y el teorema de la variedad central en términos del producto Kronecker, para

puntualizar que es posible la preservación de estabilidad bajo cierto tipo de transforma-

ciones, que representan los posibles cambios en los parámetros del sistema dinámico del

error. Además se presentan ciertas transformaciones lineales, aplicables sobre la parte

lineal del sistema dinámico no lineal, que preservan la estabilidad y la sincronización.

En [5] además obtuvieron condiciones para garantizar la preservación de la estabilidad

para sistemas de orden entero en la presencia de modificaciones no lineales en la matriz

Jacobiana, tales modificaciones pueden ser aplicadas sobre el polinomio caracteŕıstico o

en forma de una evaluación matricial polinomial no lineal.

Este tema resulta de importancia puesto que tales modificaciones pueden ser interpre-

tadas como perturbaciones sobre el sistema. Note que la modificación de la parte lineal

del campo vectorial asociado con la ecuación diferencial fraccionaria modifica algunas

propiedades locales del campo vectorial en el punto de equilibrio; en particular, modifica

3



1.2. ESTADO DEL ARTE

la estabilidad local.

1.2. Estado del arte

Hasta donde sabemos, no se han desarrollado trabajos sobre la preservación de sin-

cronización de sistemas dinámicos de orden fraccionario. Por esta razón, se mencionan

algunos de los trabajos que consideramos más significativos (por el desarrollo realizado, o

por la forma resumida en que presentan varios resultados anteriores) que han sido desa-

rrollados sobre la sincronización de sistemas dinámicos fraccionarios y aplicaciones del

cálculo fraccionario.

1.2.1. Sobre Sincronización de Sistemas Fraccionarios

En 1995 en [40], se consideró una versión modificada de un circuito eléctrico caótico

de Chua, considerando derivadas de orden fraccionario para verificar en forma anaĺıtica

y mediante simulaciones el orden en el cual se encontraba al comportamiento caótico. Se

determinó que el mı́nimo orden para encontrar un comportamiento caótico en el sistema

de Chua de orden fraccionario, era de 2.7. En este art́ıculo se utilizaron las aproximaciones

de operadores de orden fraccionario presentadas en [15].

En [102] (junio,2008) se estudia el comportamiento caótico de un sistema lineal autóno-

mo loǵıstico de orden fraccionario. En este tipo de sistema, se encontraron comporta-

mientos caóticos para sistemas de orden menor a 3. Además se presenta un ejemplo de

sincronización para este tipo de sistemas.

En [106] (2008), se estudia a un sistema de orden fraccionario, que generaliza a los

sistemas caóticos de Lorenz, Lü y Chen. Tal sistema es conocido como sistema caótico

de orden fraccionario unificado. Además se estudia un esquema de sincronización con un

acoplamiento uni-direccional, tomando la transformada de Laplace de los sistemas maestro

y esclavo. Finalmente, se determinó que el orden mı́nimo para encontrar comportamientos

caóticos en este tipo de sistemas es de 2.76.

De 2000 a 2010, se realizaron varios otros trabajos sobre la sincronización de sistemas

de orden fraccionario, algunos de ellos son: [2, 67, 108, 48, 36, 77, 52].

Algunos otros trabajos relativos a sincronización se han desarrollado de 2011 a la fecha,

entre ellos los art́ıculos de [43, 1, 110, 9, 23]; y en 2015 un libro [86].

1.2.2. Ejemplo de aplicaciones del Cálculo Fraccionario

Las aplicaciones del cálculo fraccionario se pueden encontrar en muchas áreas de la

ciencia y la ingenieŕıa [41], esto se debe en parte a las propiedades de los operadores

fraccionarios. Entre los libros que mencionan algunas aplicaciones se encuentran [41, 83,

4



1. INTRODUCCIÓN

18, 71]. Además, otro tipo de aplicaciones son como en [71], que se presenta un ejemplo

de un sistema mecatrónico de servomotores con lazos de control de velocidad y posición.

En éstos libros se ilustra la tendencia en aplicaciones para el modelado, la identificación

y el control de sistemas f́ısicos descritos con operadores fraccionarios. En particular, en

[71] se hace la siguiente observación: “De los sistemas de orden entero sabe que los efectos

positivos de la acción derivativa (estabilidad relativa incrementada) se pueden observar del

análisis en frecuencia por la introducción de un adelanto por π/2, y los efectos negativos

(sensibilidad incrementada a ruido de alta frecuencia) por el incremento en la ganancia con

pendiente de 20dB. Para una acción integral, los efectos positivos pueden ser deducidos

por la ganancia infinita a frecuencia cero, y los negativos por el atraso en fase introducido.

Considerando esto, resulta natural considerar que al introducir más acciones de control

generales de la forma s2, 1/sn, n ∈ R+, se podŕıan alcanzar compromisos mejores entre los

efectos positivo y negativo”.

Otras aplicaciones son las relacionadas con el estudio de sistemas caóticos fraccionarios

o su sincronización, algunos de éstos trabajos son [57, 52, 51, 38, 40]. Además hay algunos

otros que se dedican a estudiar la sincronización de redes complejas, por ejemplo [55, 56,

114, 58]. Espećıficamente, hay varios trabajos que se dedican a estudiar la sincronización

de sistemas fraccionarios autónomos de la forma x(α) = Ax + g(x) ([95, 80, 103, 59]), en

tales trabajos se proponen diferentes teoremas para asegurar que el sistema cumple las

condiciones del celebrado teorema de Matignon [65] para sistemas del tipo x(α) = Ax con

orden fraccionario entre 0 y 1, esto significa que el error de sincronización está restringido

a sólo tener parte lineal. Existe además otro esquema para la sincronización, propuesto

en [63], basado en un teorema de estabilidad de la solución en el origen para sistemas del

tipo x(α) = Ax + g(x) ([109]), donde se permite que el sistema fraccionario del error de

sincronización tenga también parte no lineal.

1.3. Formulación del problema de preservación en

Sistemas Fraccionarios

1.3.1. Preservación de estabilidad y sincronización en sistemas

no lineales de orden fraccionario

Este problema puede ser descrito de la siguiente forma: si se tiene un sistema fraccio-

nario original de la forma

x(α) = Ax+ g(t, x) (1.1)

donde Ax es la parte lineal y g(t, x) es la parte no lineal cuya solución en el origen es

estable, queremos conocer cuál será la estructura de aquellas modificaciones que puedan

5



1.3. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA DE PRESERVACIÓN EN SISTEMAS
FRACCIONARIOS

suceder al sistema original de tal forma que el origen del sistema fraccionario modificado

también sea estable. Este tema resulta importante, puesto que tales modificaciones pue-

den ser interpretadas como perturbaciones al sistema original. Nótese que la modificación

de la parte lineal del campo vectorial asociado con la ecuación diferencial fraccionaria mo-

difica algunas propiedades del campo vectorial en el punto de equilibrio, espećıficamente,

modifica la estabilidad local. En [27] los autores desarrollaron dos resultados para la pre-

servación de estabilidad de sistemas no lineales de orden entero; uno de éstos resultados da

condiciones para la preservación de estabilidad entre sistemas con diferente configuración

del vector de estados, pero no da información directa sobre las transformaciones que están

ocurriendo, el otro resultado da más información, pero es más restrictivo, puesto que parte

de su hipótesis es la diagonalizabilidad de la parte lineal del sistema. En [5] los autores

obtuvieron condiciones para la preservación de estabilidad de sistemas de orden entero en

presencia de modificaciones no lineales a la matriz Jacobiana, tales modificaciones pueden

ser aplicadas sobre la ecuación caracteŕıstica polinomial o en la forma de una evaluación

polinomial de matriz no lineal.

Utilizando el método establecido en [109] se puede garantizar la sincronización práctica

de sistemas caóticos, al garantizar la estabilidad del punto de equilibrio en el origen, del

sistema dinámico caótico del error, como se muestra en [63].

1.3.2. Estabilización y pasificación mediante preservación en sis-

temas lineales de orden fraccionario distribuido

En el problema anterior se dan condiciones sobre las modificaciones que pueden su-

citarse en un sistema no lineal de orden fraccionario, de tal forma que con la misma

estructura del control u (espećıficamente preservando la estructura de las ganancias K),

que estabiliza (o sincroniza) al sistema original fraccionario, se pueda estabilizar (o sin-

cronizar) al sistema modificado.

En este problema se toma un enfoque distinto: se observa a un sistema lineal de orden

entero y a un sistema lineal de orden fraccionario distribuido (DOLTIS) con estructuras

semejantes, luego se enuncian condiciones bajo las cuales la estructura del control que

estabiliza (o pasifica) al sistema de orden entero puede ser preservada (i. e., que se puede

usar una estructura con las mismas ganancias K) para estabilizar (o pasificar) al DOLTIS

semejante.

Se pretenden utilizar los resultados para sistemas de orden entero dados en [27, 32, 5],

en una forma extendida para sistemas de orden fraccionario.

6



1. INTRODUCCIÓN

1.4. Preliminares básicos

1.4.1. Derivada fraccionaria de Caputo

Existen varias definiciones de derivada fraccionaria, y de igual manera de integral

fraccionaria, algunas de ellas son: definición de Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov,

M. Caputo, K. S. Miller-B. Ross, Oldham-Spanier, Kolwankar-Gangal. En este trabajo

sólo se tratará la de Riemann-Liouville, y las sugeridas por M. Caputo. El operador frac-

cionario de Caputo se puede utilizar en la formulación y solución de problemas aplicados,

pues permite la utilización de las condiciones iniciales para problemas de valor inicial

en ecuaciones diferenciales fraccionarias en el sentido usual [83]; e. g., en términos de

posición, velocidad y aceleración.

Además existen relaciones entre los distintos operadores de orden fraccionario que

resultan útiles para comprender el uso de los mismos y las implicaciones que tiene sobre

el modelo y sobre su posible implementación mediante un método numérico.

En particular hay un art́ıculo muy interesante que recoge varias relaciones importantes

entre el operador de Caputo y el de Riemann-Liouville [49], que resultan útiles en el análisis

de modelos que usan la derivada de Caputo.

La propuesta desarrollada por Riemann-Liouville conduce a que las condiciones ini-

ciales, en problemas de valor inicial de ecuaciones diferenciales fraccionarias, estén en

términos de los siguientes ĺımites:

ĺım
t→a a

Dα−1
t f(t) = b1,

ĺım
t→a a

Dα−2
t f(t) = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ĺım
t→a a

Dα−n
t f(t) = bn,

donde bk, con k = 1, 2, . . . , n son constantes dadas. En este caso b1 seŕıa equivalente a

f(a), b2 seŕıa equivalente a f ′(a).

Dado que queremos usar que las condiciones iniciales de los modelos a analizar tengan

interpretación f́ısica, con lo anterior se puede observar que no nos resulta útil usar el

operador de Riemann-Liouville.

Una solución para este conflicto fue propuesta por M. Caputo [10, 11], es decir, con

su definición las condiciones iniciales toman el significado usual. La definición de Caputo

puede escribirse como:

Definición 1.1 (Derivada fraccionaria de Caputo) La derivada fraccionaria de

Caputo de orden α de la función f se define como [83]:

c
aD

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)(t− τ)n−α−1 dτ, n− 1 < α < n, (1.2)

7
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donde f (n)(τ) es la derivada n-ésima de f(τ) en el sentido usual y n ∈ N. �

De las definiciones anteriores, cuando f sea derivable n−veces, se tiene:

c
aD

α
t f(t) = aI

n−α
t

dnf(t)

dtn
. (1.3)

Se tomará el ĺımite inferior de integración a = 0, pues, como se mencionó antes, en

este trabajo se trata con sistemas que evolucionan en el tiempo. Al igual que la derivada

fraccionaria de Riemann-Liouville, la derivada fraccionaria de Caputo está en términos de

una derivada de orden entero, además de una integral fraccionaria, esto último tiene como

consecuencia que la derivada fraccionaria tenga ĺımites de derivación lo cual es totalmente

diferente a lo conocido de la derivada usual. Este operador tiene las siguientes propiedades:

1. ĺım
α→(n−1)+

c
0D

α
t f(t) = f (n−1)(t)− f (n−1)(0) y también ĺım

α→(n)−
c
0D

α
t f(t) = f (n)(t).

2. Si f(t) = k, con k una constante, entonces c
aD

α
t f(t) = 0.1

3. c
aD

α
t (λf(t) + µg(t)) = λ caD

α
t f(t) + µ c

aD
α
t g(t) con λ, µ ∈ R.

4. L{c0Dα
t f(t)} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0),2 con n− 1 < α ≤ n y n ∈ N.

5. Si x ∈ Cn[0, T ] para T > 0, entonces c
0D

α
t f(0) = 0.

La propiedad 4 muestra lo comentado con anterioridad, las condiciones iniciales apa-

recen como en la derivada usual, mientras que con la definición de Riemann-Liouville esto

no ocurre, también obsérvese el resultado de derivar una constante con la definición de

Riemann-Liouville y la definición de Caputo.

Una instancia de esta clase de derivadas fraccionarias de orden variable esta

constituida por las derivadas de orden distribuido, concepto inciado por Caputo [?]

y después desarrollado por el mismo Caputo en [12, 13]. Recientemente el estudio de

sistemas de orden distribuido ha ganado interés en varias áreas del conocimiento; por

ejemplo, en [33] los autores discuten la existencia y unicidad de soluciones y proponen

un método numérico para su aproximación, en [68] se dan soluciones fuertes expĺıcitas y

análogos estocásticos para las ecuaciones de difusión de orden distribuido en dominios

acotados, y en [53] se presenta una técnica para la discretización del operador de

integración/diferenciación de orden distribuido de Caputo.

Definición 1.2 [75]

1Con la de definición de Riemann-Liouville esto no ocurre.
2L{g(t)} =

∫∞
0

e−stg(t) dt.

8



1. INTRODUCCIÓN

a). La derivada fraccionaria de orden distribuido en el sentido de Caputo respecto a una

función de densidad de orden b(α) ≥ 0 es:

D
b(α)
t y(t) =

∫ m

m−1

b(α)y(α)(t)dα,

b). La transformada de Laplace del operador fraccionario distribuido de Caputo satisface

L
{
D
b(α)
t y(t)

}
=

∫ m

m−1

b(α)

[
sαY (s)−

m−1∑
k=0

sα−1−ky(k)(0+)

]
dα (1.4)

= B̂(s)Y (s)−
m−1∑
k=0

1

sk+1
B̂(s)y(k)(0+),

donde

B̂(s) =

∫ m

m−1

b(α)sαdα,

sin pérdida de generalidad se asume que m = 1.

1.4.2. Estabilidad de sistemas de orden fraccionario

Entre los más importantes tipos de estabilidad para sistemas de orden fraccionario se

encuentran: la estabilidad de Mittag-Leffler [54] y la estabilidad en el sentido de Lyapunov,

que ha sido extendida en [65] para sistemas fraccionarios lineales.

Sea un sistema lineal autónomo de orden fraccionario con representación en espacio

de estados {
Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1.5)

donde A ∈ RM×M ,B ∈ RM×1, y C ∈ R1×M .

Definición 1.3 [65] El sistema lineal autónomo homogéneo de orden fraccionario aso-

ciado a (1.5) descrito por

Dαx(t) = Ax(t), con x(0) = x0 (1.6)

se dice

a). estable ssi ∀x0∃A tal que, ∀t ≥ 0, ‖x(t)‖ ≤ A

b). asintóticamente estable si y sólo si es estable y ĺım
t→∞
‖x(t)‖ = 0

El siguiente teorema es válido para 0 < α < 1, y nos da condiciones suficientes y

necesarias para asegurar la estabilidad de un sistema lineal autónomo fraccionario:

9
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Teorema 1.1 El sistema autónomo homogéneo

Dαx(t) = Ax(t), con x(t0) = x0 y 0 < α < 1, (1.7)

se dice

a). asintóticamente estable si y solo si |arg(spec(A))| > απ
2
, donde spec(A) es el espec-

tro (conjunto de eigenvalores) de A. Además el vector de estados x(t) decae hacia 0

y cumple la siguiente condición: ‖x(t)‖ < Nt−α, t > 0, α > 0.

b). estable si es asintóticamente estable, o aquellos eigenvalores cŕıticos, que satisfacen

|arg(spec(A))| = απ
2

tienen multiplicidad geométrica igual a uno.

En [65, 66] se hace referencia a los argumentos para verificar que la estabilidad asintóti-

ca (interna) de éstos sistemas implica la estabilidad BIBO (externa).

Para 1 < α < 2 se tiene un resultado semejante [113]

Teorema 1.2 El sistema diferencial autónomo fraccionario

x(α) = Ax, t > t0, (1.8)

con condiciones iniciales x(k)(t0) = xk, (k = 0, 1), con la derivada de Caputo y donde x ∈
Rn, A ∈ Rn×n es asintóticamente estable si y sólo si | arg(spec(A))| > απ/2. En este caso,

los componentes del estado decaen a 0 como t−α−1. Más aún, el sistema (1.8) es estable

si y sólo si es asintóticamente estable o aquellos valores caracteŕısticos que satisfacen

| arg(spec(A))| = απ/2 tienen las mismas multiplicidades algebráicas y geométricas.

Se considera el sistema fraccional no autónomo con el operador de Caputo o de

Riemann-Liouville

toD
α
t x(t) = f(t, x) (1.9)

con condición inicial x(t0), donde D denota al operador fraccionario de Caputo o de

Riemann-Liouville, α ∈ (0, 1), f : [t0,∞]×Ω→ Rn es continua a pedazos en t y localmente

Lipschitz en x sobre [t0,∞]× Ω, y Ω ∈ Rn es un dominio que contiene al origen x = 0.

Un punto de equilibrio del sistema (1.9) se define como sigue:

Definición 1.4 La constante x0 es un punto de equilibrio de un sistema fraccional

dinámico (1.9) si y sólo si f(t, x0) =to D
α
t x0.

Definición 1.5 La solución de (1.9) se dice Mittag-Leffler estable si

‖x(t)‖ ≤ {m[x(t0)]Eα(−λ(t− t0)α)}b (1.10)

donde t0 es el tiempo inicial, α ∈ (0, 1), λ > 0, b > 0, m(0) = 0, m(x) ≥ 0, y m(x) es

localmente Lipschitz en x ∈ B ⊂ Rn con constante de Lipschitz m0.
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Para sistemas de orden fraccionario lineales e invariantes en el tiempo, f(x, t) = Ax,

podemos garantizar la estabilidad en el sentido de Lyapunov. Se toma el siguiente sistema,

con 0 < α < 1:

x(α) = c
0D

α
t x(t) = Ax, x(0) = x0, (1.11)

y se usa el Teorema 1.1, para hacer el siguiente enunciado.

Estabilidad interna para sistemas no lineales autónomos fraccionarios.

Ahora para garantizar la estabilidad de sistemas no lineales de orden fraccionario de

una cierta clase, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.3 [109] Considérese el sistema dinámico de orden fraccionario n-dimensional

x(α) = Ax+ g(x) (1.12)

donde A es una matriz, g es una función no lineal de x, y 0 < α < 1, si:

1. La solución x(t) = 0 de x(α) = Ax es asintóticamente estable, y αρ(A) > 1 (ρ(A) ≡
radio espectral de A).

2. g(0) = 0 y ĺım
‖x‖→0

‖g(x)‖
‖x‖ = 0

Entonces x(t) = 0, para 0 ≤ t0 ≤ t, es una solución estable de (1.12). �

Este último (Teorema 1.3) es muy importante, puesto que nos da las condiciones

necesarias para garantizar la estabilidad de un sistema no lineal autónomo fraccionario. Es

decir, este puede ser considerado como una extensión del método indirecto de Lyapunov.

El siguiente resultado es válido para la obtención de la estabilidad asintótica de siste-

mas fraccionarios parcialmente autónomos con 1 < α < 2.

Considere al sistema fraccionario no lineal n−dimensional con operador fraccionario de

Caputo

x(α) = Ax+ g(t, x), t > t0, (1.13)

y las condiciones iniciales

x(α−k)(t)
∣∣
t=t0

= xk−1 (k = 1, 2), (1.14)

donde x ∈ R, A ∈ Rn×n, y 1 < α < 2, g(t, x) : [t0, ∞)×Rn → Rn es una función continua

en la que g(t, 0) = 0; además, g(t, x) cumple la condición de Lipschitz respecto a x.

Teorema 1.4 Si la matriz A es tal que | arg(spec(A))| 6= 0, | arg(spec(A))| > απ/2,

α + 1/‖A‖ < 2, y supóngase que la función g(t, x) satisface uniformemente

ĺım
x→∞

‖g(t, x)‖
‖x‖

= 0, t ∈ [t0, ∞) (1.15)

entonces la solución cero de (1.13) es asintóticamente estable.
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La prueba a este teorema para la derivada de Caputo se sigue de la prueba del Teorema

3.3 en [113] y la aplicación del Lema 2.7 de [113] y la desigualdad de Gronwall-Bellman.

1.4.3. Métodos numéricos para simular sistemas fraccionarios

Existen varios métodos numéricos para simular las derivadas de orden fraccionaria,

algunos de ellos pueden ser consultados en [22, 15, 40].

Para las simulaciones de este trabajo se usan las tablas que aparecen en [40], basádas

en el método presentado en [15] y para algunos otros casos se usan las implementaciones

de [81] para sistemas fraccionarios caóticos, basados en algunos métodos presentados en

[22].

Espećıficamente, en [40] se presenta el Cuadro (1.1) para aproximaciones de 1/sα, con

errores de aproximadamente 2 dB

1
s0.1
≈ 220.4s4+5004s3+5038s2+234.5s+0.484

s5+359.8s4+5742s3+4247s2+147.7s+0.2099
1
s0.2
≈ 60.95s4+816.9s3+582.8s2+23.24s+0.04934

s5+134s4+956.5s3+383.5s2+8.953s+0.01821

1
s0.3
≈ 23.76s4+224.9s3+129.1s2+4.733s+0.01052

s5+64.51s4+252.2s3+63.61s2+1.104s+0.002267
1
s0.4
≈ 25s4+558.5s3+664.2s2+44.15s+0.1562

s5+125.6s4+840.6s3+317.2s2+7.428s+0.02343

1
s0.5
≈ 15.97s4+593.2s3+1080s2+135.4s+1

s5+134.3s4+1072s3+543.4s2+20.10s+0.1259
1
s0.6
≈ 8.579s4+255.6s3+405.3s2+35.93s+0.1696

s5+94.22s4+472.9s3+134.8s2+2.639s+0.009882

1
s0.7
≈ 5.406s4+177.6s3+209.6s2+9.197s+0.01450

s5+88.12s4+279.2s3+33.3s2+1.927s+0.0002276
1
s0.8
≈ 5.235s3+1453s2+5306s+254.9

s4+658.1s3+5700s2+658.2s+1

1
s0.9
≈ 1.766s2+38.27s+4.914

s3+36.15s2+7.789s+0.01

Cuadro 1.1: Aproximaciones de operadores fraccionarios con un error de aproximadamente

2 dB de ω = 10−2 a 102 rad/s.
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2

Preservación en Sistemas

Fraccionarios

Se hizo un estudio sobre las familias de sistemas dinámicos no lineales de orden frac-

cionario de la forma ẋ = Ax + g(x), donde g(x) es la parte no lineal del sistema. En

este caṕıtulo se presentan las condiciones obtenidas para la preservación de estabilidad

de sistemas de orden fraccionario, para después usar estos resultados para obtener la pre-

servación de sincronización tipo maestro-esclavo de dichos sistemas. Este es un resultado

novedoso, que es válido para sistemas con orden fraccionario entre 0 y 2.

Por otro lado se aborda el problema de una extensión de técnicas de preservación

en sistemas lineales de orden entero para garantizar la estabilización o pasificación de

sistemas lineales de orden distribuido.

En las secciones 2.2 y 2.3 se presentan las condiciones para la preservación de estruc-

tura del control u en la estabilización o sincronización de sistemas no lineales de orden

fraccionario. En la sección 2.4 se presenta primero en la subsección 2.4.1 algunos resul-

tados preliminares espećıficos para luego en la subsección 2.4.2 desarrollar la extensión

de las técnicas de preservación en sistemas lineales de orden entero a sistemas lineales de

orden distribuido.

2.1. Introducción

El primer problema puede ser planteado de la siguiente forma: si se tiene un sistema

autónomo y no lineal original que puede ser descompuesto en su parte lineal y su parte

no lineal y cuya solución en el origen es estable, entonces se quiere saber que tipo de

modificaciones pueden ocurrir al orden fraccionario, a la parte lineal y a la parte no lineal

de tal forma que la solución en el origen del sistema modificado también sea estable.

El segundo problema es por semejanza entre un sistema lineal original de orden entero

y un sistemal lineal semejante de orden distribuido, dando condiciones en las que la

estructura del control que estabiliza al sistema de orden entero será útil para construir la
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estructura del control que estabilice al sistema fraccionario.

Es importante hacer notar que los resultados obtenidos son anaĺıticos, por lo que su

importancia reside en su relación con la robustez de controladores y en la generación de

métodos de preservación, no en el uso de un controlador avanzado en la estabilización,

pasificación y/o sincronización.

Las secciones 2.2 y 2.3 tratan con el primer problema y la sección 2.4 trata el segundo.

2.2. Condiciones para Preservación de Estabilidad en

FOS

Es necesario primero dar una definición de preservación de estabilidad en sistemas de

orden fraccionario (FOS) para poder dar las condiciones para la preservación en forma de

una Proposición o Teorema.

Definición 2.1 Dado un sistema lineal autónomo de orden fraccionario conmensurable

asintóticamente estable del tipo

x(α) = Ax, (2.1)

donde A ∈ Rn×n, x ∈ Rn, 0 < α < 2 and A = PJAP
−1. Si tenemos una transformación

ψ : R+ × Rn×n → R+ × Rn×n, espećıficamente ψ(α, A) = (αβ, MA), tal que el nuevo

sistema

x(αβ) = MAx, with 0 < β ≤ 1 (2.2)

también es asintóticamente stable, donde MA = PJMJAP
−1, M ∈ Rn×n, para alguna

matriz M = PJMP
−1, donde JM y JA son matrices en su forma de Jordan, entonces se

dice que ψ es una transformación que preserva estabilidad asintótica para sistemas lineales

autónomos fraccionarios.

Se debe notar que para las matrices M y A se esta usando la misma matriz P . También

vale la pena mencionar que dada la matriz en forma de Jordan JA, que corresponde a la

matriz A, la matriz en forma de Jordan JM que representa las modificaciones debe tener

el mismo orden y tipo de bloques que JA. La razón de esto es que en la mayoŕıa de las

aplicaciones a la ingenieŕıa se necesita que MA ∈ Rn×n. Pero también se debe notar que

otra forma canónica (observable o controlable), podŕıa resultar más conveniente que la

forma de Jordan en la construcción de controladores de retroalimentación de salida.

En forma similar, se tiene la definición para la preservación de estabilidad de la so-

lución en el origen de sistemas no lineales de orden fraccionario conmensurable que son

parcialmente autónomos.
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Definición 2.2 Dado un sistema no lineal de orden fraccionario conmensurable del tipo

x(α) = Ax+ g(t, x) (2.3)

donde A ∈ Rn×n, A = PJAP
−1, x ∈ Rn, 0 < α < 2, g : [t0, ∞)× Ω → Rn es continua a

pedazos en t y localmente Lipschitz en x sobre [t0, ∞)× Ω, y Ω ⊂ Rn es un dominio que

contiene al origen y el origen mismo es una solución estable del sistema. Si tenemos una

transformación Ψ : R+×Rn×n×Ck(Rn, Rn)→ R+×Rn×n×Ck(Rn, Rn), espećıficamente

Ψ(α, A, g(·)) = (αβ, MA, cg(·)), de tal forma que en el nuevo sistema

x(αβ) = MAx+ cg(t, x) (2.4)

el origen también es una solución estable, donde c ∈ R, MA = PJMJAP
−1, M ∈ Rn×n,

para alguna matriz M = PJMP
−1, donde JM y JA son matrices en forma de Jordan,

entonces se dice que la transformación es una transformación que preserva estabilidad

para sistemas no lineales de orden fraccionario conmensurable parcialmente autónomos.

Nota 2.1 En la definición 2.2, para el caso en el que 0 < α < 1 la parte no lineal

también es autónoma, i.e., para el sistema (2.3) se tiene x(α) = Ax + g(x), y para el

sistema modificado (2.4) se tiene x(αβ) = MAx+ cg(x).

Se puede obtener un criterio para la preservación de estabilidad de la solución en el

origen de sistemas autónomos no lineales de orden fraccionario conmensurable basándose

en los Teoremas 1.1, 1.2, 1.3 y 1.4, aśı como los resultados de orden entero [27].

Proposición 2.1 Considere un sistema autónomo no lineal de orden fraccionario con-

mensurable de la forma

x(α) = Ax+ g(x) (2.5)

con x ∈ Rn, A ∈ Rn×n, g : D ⊂ Rn → Rn es una función continua, D es una vecindad

del origen para 0 < α < 1.

Sea A ∈ Rn×n con el argumento de su k-ésimo valor caracteŕıstico denotado por θk =

arg(λk(A)). Dada una transformación Ψ(α, A, g(·)) = (αβ, MA, cg(·)) tal que el nuevo

sistema es

x(αβ) = MAx+ cg(x), (2.6)

donde c ∈ R, M ∈ Rn×n, 0 < β ≤ 1, φk = arg(λk(M)) es el argumento del k-ésimo

valor caracteŕıstico de M , A = PJAP
−1, M = PJMP

−1. Además sea φak = −θk + απ/2,

φbk = −θk − απ/2, φmax = máx
k
{φak}, φmin = mı́n

k
{φbk}, si

φmin > φk > φmax (2.7)

para cada k = 1, 2, . . . , n, y si el sistema x(α) = Ax es asintóticamente estable, αρ(A) >

1, g(0) = 0, ĺım
‖x‖→0

‖g(x)‖/‖x‖ = 0 and ρ(MA) ≥ ρ(A), entonces tal transformación es

una transformación que preserva estabilidad del origen de los sistemas del tipo (2.5).
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Prueba:

La primer parte de la hipótesis dice que el sistema original (2.5) cumple las condiciones

del Teorema 1.4, de ah́ı se tiene que |θk| > απ/2 for k = 1, 2, . . . , n, y que su origen es

una solución estable.

Otra parte de la hipótesis dice que g(t, x) cumple las condiciones del Teorema 1.4, y

de la prueba del Teorema 1.4 se puede observar que tales condiciones también se cumplen

para cg(t, x).

Además se pidió que ‖MA‖ ≥ ‖A‖, α + 1/‖A‖ < 2 y β < α(2 − 1/‖MA‖) se

cumplan, con esto se tiene que αβ + 1/‖MA‖ < 2. Como resultado sólo se necesita que

| arg(spec(MA))| > αβπ/2 para cumplir las condiciones del Teorema 1.4 para el sistema

modificado (2.6).

Por argumentos similares a los de la prueba de la Proposición 1, se tiene que (2.7) se

cumple y además se pidió que β ≤ 1 se cumpla, por lo que las condiciones del Teorema

1.4 se cumplen y Ψ es una transformación que preserva estabilidad del origen de sistemas

parcialmente autónomos de orden fraccionario conmensurable de la forma(2.5). �

Los siguientes Corolarios son consecuencia directa de la Proposición 2.1 y del Teorema

3.3 en [113].

Corolario 2.1 Considere un sistema lineal autónomo de orden fraccionario conmensu-

rable de la forma

x(α) = Ax, with 0 < α < 2 (2.8)

que cumple las condiciones del Teorema 1.2 o del Teorema 1.1 respectivamente, si se tiene

una transformación Ψ(α, M) = (αβ, MA) tal que el nuevo sistema es

x(αβ) = MAx, (2.9)

con todas las variables y las matrices como han sido definidas antes, y si la desigualdad

φmin > φk > φmax (2.10)

se cumple, con φk, φmin y φmax como se definieron antes, entonces Ψ es una transfor-

mación que preserva estabilidad asintótica de los sitemas autónomos lineales de orden

conmensurable de la forma (2.8).

Nota 2.2 Si se toma el caso de α = 1 para la Proposición 2.1, se tienen condiciones

semejantes para la preservación de estabilidad del origen para un sistema dinámico no

lineal de orden entero de la forma ẋ = Ax + g(x). Y si se toma el caso de α = 1 para

el Corolario 2.1 se tendrán condiciones para la preservación de la estabilidad asintóntica

de un sistema autónomo lineal de orden entero de la forma ẋ = Ax, por supuesto, sin

considerar la modificación sobre el orden de la derivada.
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Nota 2.3 Hay que notar que las condiciones obtenidas por los autores de [27] y [5] para

la preservación de estabilidad de sistemas no lineales de orden entero son diferentes a las

obtenidas al escoger α = 1 en la Proposición 2.1, y no pueden ser obtenidas como un caso

particular de la Proposición 2.1.

2.3. Condiciones para Preservación de Sincroniza-

ción en FOS

Dadas las condiciones de la Proposición 2.1, se quiere ilustrar como usar estos criterios

para garantizar la preservación de estabilización y sincronización.

2.3.1. Preservación de la estabilización de sistemas autónomos

no lineales de orden fraccionario conmensurable

De trabajos previos sobre estabilización de sistemas fraccionarios se sabe que para

un sistema autónomo no lineal de orden fraccionario conmensurable de la forma x(α) =

Ax+ g(x) +u, donde g(x) cumple las condiciones del Teorema 1.3 y con A = PJAP
−1, se

puede escoger un control u = −K1x, K1 ∈ Rn×n, con K1 ∈ Rn×n de tal forma que para

el sistema x(α) = (A − K1)x + g(x) el origen es una solución estable. Pero en este caso

particular se quiere que A−K1 = P (JA− JK1)P
−1, por lo que se necesita construir a K1

como K1 = PJK1P
−1, donde su forma de Jordan JK1 también tiene la restricción que sus

bloques de Jordan deben ser del mismo orden y del mismo tipo que los de JA.

Para el sistema modificado x(αβ) = MAx + cg(x) + u se usa un control semejante

(i.e., con la misma K1) definido como u = −MK1x, donde M := PJMP
−1 cumple las

condiciones de la Proposición 2.1, y que todas las otras matrices están definidas como

antes, de tal modo quepara el sistema x(αβ) = (MA−MK1)x+ cg(x) el origen es también

una solución estable.

2.3.2. Preservación de sincronización práctica de sistemas

autónomos no lineales de orden fraccionario conmensu-

rable

Primero se necesita describir el esquema de sincronización. Consideremos dos sistemas

de orden fraccionario para representar al sistema maestro y al sistema esclavo, respecti-

vamente

x(α)
M

= AMxM + g(xM), x(α)
S

= ASxS + g(xS ) + w,

yM = hM(xM). yS = hS (xS ).
(2.11)

17



2.3. CONDICIONES PARA PRESERVACIÓN DE SINCRONIZACIÓN EN FOS

donde xM ∈ Rn es el vector de estado del sistema maestro, yM :∈ Rp es la salida del

sistema maestro, xS ∈ Rn es el vector de estados del sistema esclavo, w ∈ Rn es la

entrada de control y yS ∈ Rp es la salida del sistema esclavo.

En este esquema de sincronización el sistema maestro representa la dinámica objetivo,

i.e. la dinámica deseada, mientras que el sistema esclavo es el sistema a ser controlado.

Considérese que todas las salidas están disponibles, solo para ilustrar la efectividad

del método al mostrar todos los estados en las gráficas del error de sincronización de los

ejemplos; por supuesto, el orden de la salida puede ser menor que el orden del vector

de estados. Esta consideración da como resultado un error de sincronización de la forma

siguiente:

e = xM − xS , (2.12)

ahora se debe encontrar una función w tal que ‖e(t)‖ esté acotada en un subconjunto

que contiene al origen, debido a que se utilizan los resultados de [109], esto sólo dará

condiciones para la estabilidad (no estabilidad asintótica) del origen. Debido a esto, este

enfoque es llamado sincronización práctica.

Se escoge el controlador

w = g(xM)− g(xS )− g(xM−xS ) +AMxM−ASxS −AS (xM−xS ) +K2(xM−xS ), (2.13)

donde, K2 ∈ Rn×n, de tal forma que la dinámica del error está dada por

e(α) = x(α)
M
− x(α)

S
= (AS −K2)e+ g(e). (2.14)

Como antes, dado que AS = PASJASP
−1
AS

se tiene que AS −K2 = PAS (JAS − JK2)P
−1
AS

,

y por lo tanto se necesita construir K2 como K2 = PASJK2P
−1
AS

de tal forma que el origen

del sistema dinámico del error sea estable. Nuevamente, la forma de Jordan JK tiene la

restricción que sus bloques de Jordan deben ser del mismo orden y tipo que los de JAS .

Se quiere ilustrar que tipo de transformaciones pueden ser aplicadas al sistema maestro

y al sistema esclavo de tal forma que el mismo K2 estabilice al origen del sistema del

error de sincronización. Para hacer esto, se definen las siguientes matrices de modificación

MM := PAMJMP
−1
AM

y MS := PASJMP
−1
AS

que cumplen las condiciones de la Proposición

2.1. Con estas modificaciones aplicadas al sistema correspondiente en la siguiente forma

x(α)
M

= MMAMxM + g(xM) x(α)
S

= MSASxS + g(xS ) + w , (2.15)

con el error de sincronización definido como en (2.12), y el control definido como

w = g(xM)− g(xS )− g(e) +MMAMxM −MSASxS −MSASxS +MSK2e (2.16)

(el único cambio es que en vez del término K2e ahora se tiene MSK2e), se tiene que el

sistema autónomo no lineal de orden fraccionario conmensurable correspondiente al error

de sincronización es

e(α) = MS (AS −K2)e+ g(e) = (MSAS −MSK2)e+ g(e). (2.17)
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Dado que se ha construido a la matriz M de tal forma que cumple ls condiciones de la

Proposición 2.1 es sencillo probar que el origen para el nuevo sistema dinámico corres-

pondiente al error de sincronización es también estable. Note que la modificación de la

parte lineal del campo vectorial asociada a la ecuación diferencial fraccionaria modifica la

variedad diferenciable de sincronización, pero no la estabilidad.

2.4. Estabilización y pasificación de DOLTIS usando

métodos de preservación

En los años pasados, se han desarrollado distintos métodos para la estabilización y la

pasificación de sistemas LTI autónomos [92, 42, 25, 79, 34], que hacen referencia a varios

problemas de la teoŕıa del control clásico. Para sistemas lineales de orden distribuido se

ha estudiado poco el problema de estabilización, y mucho menos el de pasificación, estos

sistemas han ganado importancia reciente, como se menciona en el libro [112] y en los

art́ıculos [33, 75], en los que se presenta como una generalización de sistemas lineales

fraccionarios. Recientemente, se han utilizado métodos de preservación en el dominio de

la frecuencia para sistemas lineales fraccionarios, para preservar la estabilidad buscando

encontrar el orden entero más cercano [99], o para desarrollar métodos de discretización de

sistemas lineales fraccionarios [60], o para obtener métodos numéricos para la simulación

de sistemas fraccionarios [98]. Para los sistemas lineales de orden fraccionario, hasta la

fecha no hay métodos de preservación, hasta donde saben los autores.

Sin embargo, se ha desarrollado recientemente una metodoloǵıa para la preservación de

estabilización y pasificación de sistemas LTI [26, 29, 31, 28, 30], en esta sección se estudian

problemas de estabilidad, estabilización y pasificación, entre otros. Por otro lado, no existe

una metodoloǵıa similar para sistemas lineales fraccionarios, y menos aún para sistemas

lineales de orden fraccionario distribuido.

En esta sección se desarrollan varios resultados sobre la preservación de estabiliza-

ción y pasificación de una familia de sistemas lineales de orden fraccionario distribuido,

motivados por los problemas descritos anteriormente sobre los problemas abiertos sobre

sistemas lineales de orden fraccionario distribuido, que generalizan la clase de sistemas

frecuentemente reportados en la literatura (de orden fraccionario) [46, 83, 81, 71], usando

métodos de preservación en el dominio de la frecuencia. En [75] se extienden resultados

sobre la estabilidad de sistemas lineales de orden fraccionario distribuido, lo que nos per-

mite extender algunos métodos clásicos para la estabilización y pasificación de sistemas

LTI, a una nueva familia de sistemas lineales de orden fraccionario distribuido, que incluye

entre otros sistemas a los sistemas llamados DOLTIS en [112].

Esta sección esta organizada de la siguiente forma: en la subsección 2.4.1, se presen-

tan algunos resultados preliminares necesarios y también se presentan algunos resultados
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relevantes a la preservación en el dominio de la frecuencia. En la subsección 2.4.2, se

presentan resutlados para los problemas de estabilización y pasificación de una gran clase

de sistemas lineales de orden fraccionario distribuido, y la estabilización de una clase más

general de sistemas mediante la ubicación de polos con retroalimentación estática con

restricciones.

2.4.1. Resultados previos

Al extender el concepto de la derivada de orden entero se ha definido a la derivada

fraccionaria; y una derivada fraccionaria comúnmente utilizada es la derivada de Caputo.

En el presente trabajo se describe a un sistema de orden distribuido por la siguien-

te ecuación de evolución lineal autónoma (LTI) de orden fraccionario distribuido y la

ecuación de salida de evolución de orden distribuido:

D
b1(α)
t x(t) = AD

b2(α)
t x(t) +Bu(t)

y(t) = CD
b2(α)
t x(t) +Du(t)

(2.18)

donde α ∈ (0, 1], A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×r, C ∈ Rm×n D ∈ Rm×r y B̂1(s) =
∫ 1

0
b1(α) sα dα,

B̂2(s) =
∫ 1

0
b2(β) sβ dβ son la función distribuida respecto a las funciones de densidad

b1(α) ≥ 0 y b2(β) ≥ 0.

Los problemas estudiados en este trabjo son: 1) El problema de estabilización para

el sistema (2.18) con control por retroalimentación de estado estática y con control por

retroalimentación de salida estática, 2) El problema de pasividad para el sistema (2.18)

con control por retroalimentación de salida estática, y 3) La estabilización de una clase

más general de sitemas mediante la ubicación de polos con control por retroalimentación

de salida estática con restricciones.

A continuación se presenta parte de la notación, aśı como algunas definiciones usadas

en esta sección.

ImC , {s ∈ C : Re s = 0}, C+ , {s ∈ C : Re s > 0}, C+
, {s ∈ C : Re s ≥ 0}, C− ,

{s ∈ C : Re s < 0}, C− , {s ∈ C : Re s ≤ 0}, C+

e , C+ ∪ {∞}, (h) (V ) , {h(s) : s ∈ A}
i.e.,es la imagen del subconjunto V ⊆ C bajo la función h(s). Sea (h)−1 (s1) el conjunto de

elementos de sk ∈ C tal que h (sk) = s1 i.e., los elementos sk son la preimagen o imagen

inversa de s1 bajo la función h(s). En esta sección se usan los siguientes sectores y regiones:

Rλ ,
{
s ∈ C : |arg s| < π

λ

}
, R̄λ ,

{
s ∈ C : |arg s| ≤ π

λ

}
, Lλ ,

{
s ∈ C : |arg s| > π

λ

}
, L̄λ ,{

s ∈ C : |arg s| ≥ π
λ

}
and Iλ ,

{
s ∈ C : |arg s| = π

λ

}
.

Hipotesis 2.1 En esta sección, se asume que todas las funciones complejas consideradas

están en la primer hoja (principal) de Riemann y por lo tanto son funciones con un sólo

valor.

20



2. PRESERVACIÓN EN SISTEMAS FRACCIONARIOS

Definición 2.3 Se considera a las funciones f : C→ C y g : C→ C.

a). Una función anaĺıtica f(s) que no es cero en Rλ, será llamada una función Hurwitz

en el sector Rλ, donde λ es un entero positivo mayor que uno.

b). Una función anaĺıtica f(s)/g(s) es positiva si Re [f(s)/g(s)] ≥ 0 para cada s ∈ Rλ

y g(s) 6= 0.

c). Un cociente de funciones f(s) y g(s) (por ejemplo f(s)/g(s)) es una función coprima

en Rλ, si f(s) y g(s) no tienen ceros en común en R̄λ.

Lema 2.1 [93, 94] Si f(s)/g(s) es una función positiva y coprima en Rλ, entonces f(s)

y g(s) son funciones Hurwitz en Rλ.

Definición 2.4 . La función f(s)/g(s) es una lambda función Hurwitz-Positiva-Coprima

(función λ-HPC), si satisface los incisos b) y c) de la Definición 2.3. Note que por el Lema

2.1, una funciónλ-HPC satisface el inciso a), i.e., f(s) y g(s) son funciones Hurwitz en

Rλ.

Nota 2.4 . Note que f/g es una función λ-HPC ssi g/f es una función λ-HPC, y que

una función λ-HPC satisface

a). (f/g) (Rλ) ⊂ C+,

b). (f/g)
(
R̄λ

)
⊂ C+

e ,

c). Las funciones λ-HPC son una generalización de las funciones 2-HPC en [93, 94].

Definición 2.5 Sea RH∞ el dominio Euclidiano de las funciones propias, reales y ra-

cionales (cociente de polinomios). RH∞ es el conjunto de matrices con elementos en

RH∞.

Lema 2.2 Sea f(s)/g(s) una función λ-HPC, y supóngase que g(s) tiene un número

finito de ceros en Iλ, entonces para cada p(s) = Np(s)

Dp(s)
∈ RH∞, se tiene que p(f(s)/g(s))

es una función Hurwitz en R̄λ.

Prueba. Primero, por el Lema 2.1, f y g ∈ H. Segundo, supongamos que g(s) tiene

ceros en s1, . . . , sl on Iλ. Ahora, se prueba que p(f(s)/g(s)) ∈ RH∞. Dado que f(s)/g(s)

es una función positiva, se tiene que

(f/g)
(
R̄λ

)
⊂ C+

e

excepto en los ceros s1, . . . , sl en Iλ de g(s). Por otro lado, p(s) es una función Hur-

witz en R̄λ, y la composición de funciones anaĺıticas es una función anaĺıtica, por lo que
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p(f(s)/g(s)) es una función anaĺıtica en R̄λ. Los ceros s1, . . . , sl en Iλ no tienen ningún

efecto. Para probar esto último, considere a los polinomios

Np(s) = ans
n + · · ·+ a0

Dp(s) = bms
m + · · ·+ b0

sin pérdida de generalidad, se asume que Np(s) y Dp(s) son polinomios coprimos. Ahora

al hacer la subsitución se obtiene

p(f(s)/g(s)) = Np(f(s)/g(s))

Dp(f(s)/g(s))

= an[f(s)/g(s)]n+···+a1[f(s)/g(s)]+a0
bm[f(s)/g(s)]m+···+b1[f(s)/g(s)]+b0

=
∑n
i=0 ai[g(s)]

m−i[f(s)]i∑m
k=0 bk[g(s)]m−k[f(s)]k

Note que en los ceros s1, . . . , sl en Iλ, se tiene que

ĺım
s→si

p(f(s)/g(s)) =

{
an/bm, if m = n

0, if m > n

para i = 1, . . . , l; dado que f(s)/g(s) es una función coprima en R̄λ. Por lo tanto,

p(f(s)/g(s)) es una función Hurwitz en R̄λ.�

Nota 2.5 El último Lema generaliza los resultados en [26].

Corolario 2.2 Sea f(s)/g(s) una función λ-HPC, y supóngase que g(s) tiene un número

finito de ceros en Iλ, entonces para cada matriz Z(s) in RH∞, se tiene que Z(f(s)/g(s))

es una matriz donde sus elementos son funciones Hurwitz en R̄λ.

El siguiente lema prueba que las funciones HPC-λ son cerradas bajo composiciones de

funciones.

Lema 2.3 Si f1(s)/g1(s) es una función λ1-HPC y f2(s)/g2(s) es una función λ2-HPC

tal que (f2/g2)
(
R̄λ2

)
⊆ R̄λ1, y supóngase que g2(s) tiene un número finito de ceros en

Iλ, entonces la composición de funciones f1(f2(s)/g2(s))/g1(f2(s)/g2(s)) es una función

HPC-λ2.

Prueba. Dadas f1(s) y g1(s) que no tienen ceros comúnes en R̄λ1 , entonces

f1(f2(s)/g2(s)) y g1(f2(s)/g2(s)) no tienen ceros comunes en R̄λ1 . Por un argumento ad

absurdum, si f1(f2(s0)/g2(s0)) = 0 = g1(f2(s0)/g2(s0)) para algún valor s0 ∈ R̄λ2 , entonces

f2(s0)/g2(s0) es un cero común en R̄λ1 de f1(s) y g1(s) (contradicción). Por lo tanto, el
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ı́tem c) de la Definición 2.3 ha sido probado. Ahora, dado que fi(s)/gi(s) son funciones

positivas para i = 1, 2. Se tiene que

(fi/gi)
(
R̄λi

)
⊂ C+

e and (f2/g2)
(
R̄λ2

)
⊆ R̄λ1

excepto en las ceros de la función g2(s). Considerando que la composición de fun-

ciones anaĺıticas es una función anaĺıtica, y la última inclusión, se obtiene que

(f1(f2/g2)/g1(f2/g2))
(
R̄λ2

)
⊂ C+

e . Supóngase que s1, . . . , sl on Iλ son ceros de la función

g2(s). Estos ceros no tienen ningún efecto. Dado el par f1(f2(s)/g2(s)) y g1(f2(s)/g2(s)),

y el par f2(s) y g2(s) son funciones coprimas en R̄λ2 , y f1(s)/g1(s) es una función positiva,

i.e., (f1/g1) (Rλ1) ⊂ C+

e . Entonces

ĺım
s→si

f1(f2(s)/g2(s))/g1(f2(s)/g2(s)) = ĺım
s→∞

f1(s)/g1(s) > 0.

En consecuencia, (f1(f2/g2)/g1(f2/g2))
(
R̄λ2

)
⊂ C+

e . �

Nota 2.6 El Corolario 2.2 es una generalización de resultados en [29]. El Lema 2.3 es

una generalización de los resultados en [26] y [104].

Nota 2.7 Note que el conjunto de funciones HPC-λ no es cerrado bajo la suma de fun-

ciones, y además no es cerrado bajo el producto de funciones.

Definición 2.6 [7] La matriz de transferencia racional propia Z(s) ∈ Cn×n es real posi-

tiva (matriz PR) si:

a). Z(s) no tiene polos en Re(s) > 0, i.e., Z(s) es Hurwitz en C+,

b). Z(s) es real para todo real positivo s,

c). Z(s) + Z∗(s) ≥ 0 para todo Re(s) > 0.

Z∗(s) denota la transpuesta conjugada de la matriz Z(s).

Proposición 2.2 Si Z(s) ∈ Cn×n es una matriz PR y f(s)/g(s) es una función HPC-λ

donde g(s) tiene un número finito de ceros en Iλ, entonces la matriz Z(f(s)/g(s)) satisface

las siguientes propiedades:

a). Los elementos de la matriz Z(f(s)/g(s)) son funciones Hurwitz en R̄λ,

b). Si la función HPC-λ f(s)/g(s) es real positiva para todo real positivo s, entonces la

matriz Z(f(s)/g(s)) es real para todo positivo real s,

c). Z(f(s)/g(s)) + Z∗(f(s)/g(s)) ≥ 0 para todo s ∈ Rλ.
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Prueba. El ı́tem a) es una consecuencia inmediata del Corolario 2.2. El ı́tem b) es

una consecuencia inmediata del ı́tem b) en la Definición 2.6. Para el ı́tem c), se usa el

ı́tem iii) de la Proposición 8.2.6 en [6], que establece que la matriz Herminitana

Π(s) , Z(s) + Z∗(s)

es semidefinida positiva si y sólo si cada subdeterminante principal de Π(s) es no negativo.

Considerando que todos los subdeterminantes principales de la matriz Π(s) están enRH∞,

dado que RH∞ es un anillo conmutativo. El ı́tem c) de la Definición 2.6 es equivalente

a que todos los subdeterminantes principales de Π(s) sean no negativos para toda Rλ.

Tomando en cuenta que cada función HPC-λ f(s)/g(s) satisface (f/g) (Rλ) ⊂ C+, y

subsituyendo f(s)/g(s) en la matriz Π(s), se obtiene que todos los subdeterminantes

principales de Π(f(s)/g(s)) son no negativos para toda Rλ, que es equivalente al ı́tem c)

de esta Proposición. �

La matriz Z(f(s)/g(s)) que satisface los ı́tems a), b) y c) de la Proposición 2.2 es

llamada matriz PR-λ.

Lema 2.4 [7, 45] Sea Z(s) ∈ Cn×n una matriz de transferencia racional propia, y

supóngase que det
[
Z(s) + ZT (−s)

]
no es idénticamente cero. Entonces, Z(s) es una ma-

triz real estrictamente positiva (matriz SPR) si y sólo si:

a). Z(s) es Hurwitz en C+
,

b). Z(jω) + ZT (−jω) > 0 para todo real ω,

y se satisface una de las dos condiciones siguientes:

c). Z(∞) + ZT (∞) > 0,

d). Z(∞) + ZT (∞) = 0 y ĺımω→∞ ω
2
[
Z(f(jω)/g(jω)) + ZT (f(−jω)/g(−jω))

]
> 0,

e). Z(∞) +ZT (∞) ≥ 0 (pero no cero, ni singular) y que existen constantes positivas τ

y δ tales que

ω2σmı́n[H(jω) +HT (−jω)] ≥ τ , ∀ |ω| ≥ δ

donde σmı́n [M ] significa el valor singular mı́nimo de la matriz M .

Una matriz Z(s) es llamada matriz real estricta y fuertemente positiva (matriz SSPR),

si satisface los ı́tems a), b) y c) del Lema 2.4.
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Teorema 2.1 Sea Z(s) ∈ Cn×n una matriz SSPR, supóngase que det
[
Z(s) + ZT (−s)

]
no es idénticamente cero y f(s)/g(s) sea una función HPC-λ que satisface la condición

b) en la Proposición 2.2, y donde g(s) tiene un número finito de ceros en Iλ. Entonces la

matriz Z(f(s)/g(s)) satisface las siguientes condiciones:

a). Los elementos de la matriz Z(f(s)/g(s)) son funciones Hurwitz en R̄λ,

b). Z(f(s)/g(s)) + ZT (f(s̄)/g(s̄)) > 0 para todo s ∈ Iλ,

c). Z(f(∞)/g(∞)) + ZT (f(∞)/g(∞)) > 0.

Prueba. La prueba del ı́tem a) es similar a el Lema 2.2 y el Corolario 2.2. Para la

prueba del ı́tem b), se sabe que (f/g)
(
R̄λ

)
⊂ C+

e en particular (f/g) (Iλ) ⊂ C+

e , dado que

f(s) o g(s) pueden ser cero para algunos elementos en Iλ. Hay que notar que la matriz

Z(f(s)/g(s)) + ZT (f(s̄)/g(s̄)) es la matriz Hermitiana Π(s). Por otro lado, f(s)/g(s) es

anaĺıtico en Rλ y por el Lema 2.4 cada elemento de Π(s) es anaĺıtico en R̄λ, entonces cada

elemento de Π(f(s)/g(s)) es anaĺıtico en R̄λ, por un argumento similar al Lema 2.2 y al

Corolario 2.2. Ahora se usa el ı́tem iii) de la Proposición 8.2.7 en [6], que establece que la

matriz Hermitiana Π(s) es definida positiva si y sólo si cada subdeterminante principal

de Π(s) es positivo, y observe que cada subdeterminante principal de Π(s) es anaĺıtico en

R̄λ. Considerando que todos los subdeterminantes principales de la matriz Π(s) están en

RH∞, dado que RH∞ es un anillo conmutativo. El ı́tem b) de el Lema 2.4 es equivalente

a que todos los subdeterminantes principales de Π(s) son positivos para todo s en ImC.

Tomando en cuenta que cada función HPC-λ f(s)/g(s) satisface (f/g) (Iλ) ⊂ C+

e ,

substituyendo f(s)/g(s) en la matriz Π(s) y dado que cualquier matriz SSPR es una

matriz PR, entonces por el ı́tem c) de la Proposición 2.2, se obtiene que todos los sub-

determinantes principales de Π(f(s)/g(s)) son no negativos para toda s ∈ Iλ. Por otro

lado, dado que la composición de funciones anaĺıticas, adición de funciones anaĺıticas y

producto de funciones anaĺıticas son funciones anaĺıticas, entonces por el Corolario 2.2

todos los subdeterminantes principales de Π(f(s)/g(s)) son funciones anaĺıticas en R̄λ.

Entonces para valores s ∈ Rλ, se tiene que Π(f(s)/g(s)) ≥ 0 para el ı́tem c) de la Proposi-

ción 2.2. Para el caso de valores s ∈ R̄λ, se tiene que para el Teorema de Módulo Mı́nimo,

el módulo mı́nimo de cada subdeterminante principal de Π(f(s)/g(s)) es alcanzado en

algún s0 ∈ Iλ y por el inciso c) de la Proposición 2.2 y un argumento de continuidad

de la función f(s)/g(s), se tiene que Π(f(s0)/g(s0)) > 0, puesto que si f(s0)/g(s0) = 0,

por el inciso b) del Lema 2.4 con ω = 0, se tiene Π(0) > 0. Luego cada subdeterminante

principal de Π(f(s)/g(s)) es positivo para cualquier s ∈ Iλ. En consecuencia, todos los

subdeterminantes principales de Π(f(s)/g(s)) son positivos en R̄λ, y por lo tanto todos

los subdeterminantes principales de Π(f(s)/g(s)) son positivos para toda s ∈ Iλ, lo cual

es equivalente al inciso b) de este Teorema. Para la prueba del inciso c), hay que notar
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que f(∞)/g(∞) ∈ C+

e y dado que cualquier matriz SSPR es una matriz PR, entonces por

el inciso c) de la Proposición 2.2 y un argumento similar al del inciso b) de este Teorema,

se tiene que se cumple el inciso c) de este Teorema. �

Los casos d) y e) del Lema 2.4 serán considerados más adelante. La matriz Z(f(s)/g(s))

que satisface los incisos a), b) y c) del Teorema 2.1 es llamada una matriz λ-SSPR.

Este resultado generaliza el Teorema en [26], y nos permite hablar de funciones matri-

ciales SSPR para una clase de funciones matriciales o funciones matriciales reales fuerte

y estrictamente positivas. Este resultado también será utilizado para la pasificación de

sistemas lineales de orden fraccionario distribuido en la siguiente subsección.

Ahora se centrará la atención en polinomios fraccionales y funciones racionales frac-

cionarias.

Definición 2.7 Un polinomio de orden fraccionario es una función compleja

N(s) = c1s
a1
b1 + c2s

a2
b2 + · · ·+ cns

an
bn

donde ci ∈ R, ai ∈ Z+ ∪ {0}, bi ∈ Z+ y ai, bi son primos relativos (coprimos) para

i = 1, . . . , n. Ahora, sea λ el mı́nimo común múltiplo (mcm) de b1, . . . , bn denotado como

λ =mcm{b1, . . . , bn}. Entonces, el polinomio de orden fraccionario puede ser expresado

como

N(s) = c1s
λ1
λ + c2s

λ2
λ + · · ·+ cns

λn
λ

donde λ1, . . . , λn, λ son números enteros positivos y λ es prima relativa (coprima) con cada

λi para i = 1, . . . , n. El grado fraccionario (fdeg) de N(s) es definido como fdeg{N(s)} =

máx {λ1, . . . , λn}.
El dominio de definición para N(s) es una superficie de Riemann con un número finito

de hojas de Riemann (λ ∈ Z+) donde su origen es un punto de ramificación (de orden

λ − 1) y el corte de la rama se asume en R− [47], donde la primer hoja de Riemann

está dada por −π < arg(s) < π [71]. Sólo la primer hoja de Riemann es relevante para el

análisis dinámico [101, 37]. Un polinomio de orden fraccionario N(s) con fdeg{N(s)} = n,

tiene exactamente n ráıces en la primer hoja de Riemann [44].

Nota 2.8 La función f(s)/g(s) = s
1
λ

1
= s

1
λ es una función λ-HPC para cada λ ∈ Z+. Los

incisos a) y c) de la Definición 2.3 se deducen fácilmente aśı que serán omitidos. Note que

la función s
1
λ es un mapeo C+

en el sector R̄2λ y tiene un punto de ramificación en s = 0,

la primera hoja de Riemann está dada por el sector Rλ, por lo tanto (f/g)
(
R̄λ

)
⊂ C+

,

y satisface el inciso b) de la Definición 2.5 [81]. Observe que la restricción a la primer

hoja de Riemann nos forza a trabajar solamente en el dominio −π
λ
< arg s < π

λ
. En este

trabajo sólo se considera la primer hoja de Riemann para todas las funciones, con esta

restricción las funciones son de una sola variable.
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2. PRESERVACIÓN EN SISTEMAS FRACCIONARIOS

Nota 2.9 1. Es claro que cada función PR con polinomios de numerador y denomi-

nador coprimos es una función 2-HPC. Pero la implicación en el sentido contrario

es falsa.

2. Por el Lema 2.3 y la Nota 2.8, si h(s) = Nh(s)
Dh(s)

= ansn+···+a0
bmsm+···+b0 es una función PR, en-

tonces h(s
1
λ ) = Nh(s

1
λ )

Dh(s
1
λ )

es una función λ-HPC para cada λ ∈ Z+ con λ > máx {n,m}
en el dominio −π

λ
< arg s < π

λ
.

Recordando criterio de Matignon para la estabilidad para sistemas lineales de orden

fraccionario conmesurable en el caso de tener una representación externa (e. g., función

de transferencia) [65] está dada de la siguiente forma.

Un sistema de orden fraccionario conmesurable descrito por la función de trensferencia

racional g(s) = a1s
σ1
λ +a2s

σ2
λ +···+ans

σm
λ

c1s
λ1
λ +c2s

λ2
λ +···+cns

λn
λ

es estable si y solo si

| arg(ri)| >
π

2λ
for all i

donde ri es la i-ésima ráız del polinomio c1s
λ1 + c2s

λ2 + · · ·+ cns
λn .

Definición 2.8 [26, 29] Una función de transferencia h(s) de grado relativo cero es SPR0

si y sólo si

a). h(s) es anaĺıtica en C+
,

b). Re[h(jω)] > 0 para todo ω ∈ R

Ahora consideramos los casos d) y e) del Lema 2.4 cuando f(s)/g(s) = Nh(s
1
λ )

Dh(s
1
λ )

=

ans
n
λ+···+a0

bns
n
λ+···+b0

con λ ∈ Z+ y λ > n.

Corolario 2.3 Sea Z(s) ∈ Cn×n sea una matriz SPR, supóngase que

det
[
Z(s) + ZT (−s)

]
no es idénticamente cero, y f(s)/g(s) = h(s

1
λ ) = Nh(s

1
λ )

Dh(s
1
λ )

don-

de h(s) = Nh(s)
Dh(s)

es una función SPR0 con λ > n. Entonces la matriz Z(f(s)/g(s))

satisface las siguientes propiedades:

a). Los elementos de la matriz Z(f(s)/g(s)) son funciones Hurwitz en R̄λ,

b). Z(f(s)/g(s)) + ZT (f(s̄)/g(s̄)) > 0 para toda s ∈ Iλ,

c). Z(f(∞)/g(∞)) + ZT (f(∞)/g(∞)) > 0.
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Prueba. Primero hay que observar que por el Lema 2.3 y la Nota 2.8 f(s)/g(s) =
Nh(s

1
λ )

Dh(s
1
λ )

es una función λ-HPC y satisface la condición b) en la Proposición 2.2, donde

g(s) = Dh(s
1
λ ) tiene un número finito de ceros en Iλ. Entonces por el Teorema 2.1 se

cumplen los incisos a) y b) de este corolario. Para el inciso c), por la Definición 2.8, se

obtiene

ĺım
s→∞

f(s)/g(s) = ĺım
s→∞

Nh(s
1
λ )

Dh(s
1
λ )

= ε ∈ R+.

Ahora, tomando en cuenta que cualquier matriz SPR es una matriz PR, por el inciso c)

de la Definición 2.6, los incisos d) y e) del Lema 2.4, un argumento similar al de tomado

en los incisos b) y c) del Teorema 2.1, y que ĺıms→∞
Nh(s

1
λ )

Dh(s
1
λ )

= ε, se tiene que

ĺıms→∞ Z(f(s)/g(s)) + ZT (f(s̄)/g(s̄)) =

Z(f(∞)/g(∞)) + ZT (f(∞)/g(∞)) =

Z(ε) + ZT (ε) > 0.

Entonces el inciso c) de este corolario se cumple. �

En consecuencia, bajo las condiciones del Corolario 2.3, la matriz Z(s) es una matriz

λ-SSPR.

2.4.2. Resultados de Estabilización y pasificación de DOLTIS

usando métodos de preservación

En esta sección se presentan resultados sobre estabilización y pasificación de sistemas

lineales de orden fraccionario distribuido de la clase 2.18

D
b1(α)
t x(t) = AD

b2(α)
t x(t) +Bu(t)

y(t) = CD
b2(α)
t x(t) +Du(t).

Se supondrán las condiciones dadas en [21]:

Hipotesis 2.2 I). b1 y b2 son funciones absolutamente integrables en el intervalo [0, 1]

y satisfacen B̂1(s) 6= 0 y B̂2(s) 6= 0 para Re(s) > 0, i.e., B̂1(s) =
∫ 1

0
b1(α) sα dα y

B̂2(s) =
∫ 1

0
b2(β) sβ dβ son funciones Hurwitz enC+,

II). b1, b2 ∈ L1(R+),

III). y es tal que y(α) < M para t ∈ R+ para una constante positiva M y para cada

α ∈ [0, 1].
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Nota 2.10 Note que si B̂1(s)/B̂2(s) es una función donde B̂1(s) y B̂2(s) son funciones

que satisfacen las condiciones I) y II). Entonces esta función en general no es una función

λ-HPC, pero podemos considerar funciones λ-HPC, que satisfacen las condiciones I) y II).

Nota 2.11 Hay que notar que si se toma b2(β) = δ(β) (la función delta), entonces el

sistema (2.18) se reduce a un tipo de sistemas más usual, llamado DOLTIS en [112]

D
b1(α)
t x(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t).

Definición 2.9 [112, 39] Un sistema de orden distribuido P (s) definido por su respues-

ta al impulso p(t) = L−1{P (s)} es BIBO (entrada acotada-salida acotada) estable si y

sólo si ∀u ∈ L∞(R+)n×n, entonces p ∗ u ∈ L∞(R+)n×n. ∗ es el producto convolución y

L∞(R+)n×n es el espacio de Lebesgue de las funciones matriciales medibles p tales que

ess supt∈R+ ‖p(t)‖ <∞.

Para el siguiente resultado, se usa la siguiente notación: D
b1(α)
t x(t) =∫ 1

0
b1(α) x(α)(t) dα, D

b2(α)
t x(t) =

∫ 1

0
b2(β) x(β)(t) dβ,B̂1(s) =

∫ 1

0
b1(α) sα dα y B̂2(s) =∫ 1

0
b2(β) sβ dβ.

Definición 2.10 La función det
[
B̂1(s)/B̂2(s)I − A

]
es la función caracteŕıstica de

la matriz A con respecto a la función de distribución B1(s)/B2(s), donde B̂1(s) =∫ 1

0
b1(α) sα dα, B̂2(s) =

∫ 1

0
b2(β) sβ dβ son las funciones de distribución respecto a las

funciones de densidad b1(α) ≥ 0 y b2(β) ≥ 0.

Teorema 2.2 El sistema (2.18) es BIBO estable si y sólo si todas las ráıces de la función

caracteŕıstica det
[
B̂1(s)/B̂2(s)I − A

]
de la matriz A respecto a la función de distribución

B̂1(s)/B̂2(s) tienen partes reales estrictamente negativas.

Prueba. Tomando la transformada de Laplace en ambos lados de la primer ecuación

en (2.18) se obtiene

B̂1(s)X(s)− B̂1(s)

s
x(0) = A

[
B̂2(s)X(s)− B̂2(s)

s
x(0)

]
+BU(s)

resolviendo para X(s) obtenemos

X(s) =
[
B̂1(s)I − AB̂2(s)

]−1
(

1

s

[
B̂1(s)I − AB̂2(s)

]
x(0) +BU(s)

)
. (2.19)

Ahora se toma la transformada de Laplace en ambos lados de la segunda ecuación en

(2.18)

Y(s) = C

[
B̂2(s)X(s)− B̂2(s)

s
x(0)

]
+DU(s). (2.20)
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Sustituyendo la ecuación (2.19) en la ecuación (2.20) y se asume sin pérdida de ge-

neralidad que x(0) = 0, se obtiene la matriz de funciones de transferencia del sistema

(2.18)

Y(s) =

C [(B̂1(s)

B̂2(s)

)
I − A

]−1

B +D

U(s).

Observe que la hipótesis que todas las ráıces de la función caracteŕıstica

det
[
B̂1(s)/B̂2(s)I − A

]
de la matriz A resptecto a la función de distribución B̂1(s)/B̂2(s)

tienen partes reales estrictamente negativas, es equivalente a la estabilidad BIBO del sis-

tema (2.18). Por el Teoremas 3.10 y 4.4 en [39], dado que la condición que todas las ráıces

de la función caracteŕıstica det
[
B̂1(s)/B̂2(s)I − A

]
de la matriz A respecto a la función

de distribución B̂1(s)/B̂2(s) tengan partes reales estrictamente negativas es equivalente a

ı́nf
Re(s)>0

∣∣∣det
[
B̂1(s)/B̂2(s)I − A

]∣∣∣ > 0,

y esta condición asegura que la convolución

L−1

C
[(

B̂1(s)

B̂2(s)

)
I − A

]−1

B +D

 ∗ u(t) ∈ L∞(R+)n×n

∀u ∈ L∞(R+)n×n. �

Nota 2.12 El Teorema 2.2 generaliza al Teorema 4.1 en [75]. Además, note que en el

Teorema 2.2, la matriz A no necesita ser una matriz estable, y la función B̂1(s)

B̂2(s)
no necesita

ser una función λ-HPC.

Para los siguientes resultados se asume que el sistema (2.21) es una realización mı́nima

del sistema.

Teorema 2.3 Considere al sistema lineal autónomo (LTI)

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t).
(2.21)

a). Si el sistema (2.21) es estable y B̂1(s)

B̂2(s)
es una función λ-HPC donde B̂2(s) tiene un

número finito de ceros en Iλ, entonces los elementos del sistema en matrices de

funciones de transferencia (2.18) son funciones Hurwitz en R̄λ, i.e., la matriz de

transferencia para el sistema (2.18) es una matriz Hurwitz en R̄λ.

b). Si el sistema (2.21) es estabilizable mediante un control con retroalimentación de

estado estática u(t) = Kx(t)+v(t) y B̂1(s)

B̂2(s)
es una función λ-HPC donde B̂2(s) tiene

un número finito de ceros en Iλ, entonces el sistema (2.18) es estabilizable en R̄λ

mediante el control con retroalimentación de estado estática u(t) = KD
b2(α)
t x(t) +

v(t).
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c). Si existe una ganancia de retroalimentación estática de salida u(t) = Ky(t) + v(t)

para el sistema (2.21) con la matriz D = 0m×r, y B̂1(s)

B̂2(s)
es una función λ-HPC

donde B̂2(s) tiene un número finito de ceros sobre Iλ, entonces existe un control

estabilizante de retroalimentación de salida u(t) = KD
b2(α)
t y(t) + v(t) en R̄λ, para

el sistema (2.18).

Prueba. a) Considere la función de transferencia H(s) =(
C
[(

B̂1(s)

B̂2(s)

)
I − A

]−1

B +D

)
del sistema (2.18). Note que H(s) es la composición

de la función de transferencia C [sI − A]−1B+D ∈ RH∞ y la función λ-HPC, B̂1(s)

B̂2(s)
. Da-

do que todas las ráıces de la función caracteŕıstica det [sI − A] de la matriz A tienen parte

real negativa, usando el Lema 2.2 aplicado al sistema p(s) = C [sI − A]−1B +D ∈ RH∞

con la función λ-HPC B̂1(s)

B̂2(s)
, se concluye que los elementos de la matriz de funciones de

transferencia del sistema (2.18) son funciones de Hurwitz en R̄λ, por el Corolario 2.2.

b) Si se usa el control de retroalimentación de estado u(t) = KD
b2(α)
t x(t) + v(t) para

el sistema (2.18), se obtiene

D
b1(α)
t x(t) = (A+BK)D

b2(α)
t x(t) +Bv(t)

y(t) = (C +DK)D
b2(α)
t x(t) +Dv(t).

(2.22)

la función de transferencia en lazo cerrado de este sistema es

Y(s) =

(C +DK)

[(
B̂1(s)

B̂2(s)

)
I − (A+BK)

]−1

B +D

U(s), (2.23)

Dado que la función de transferencia del sistema (2.21) con la ganancia de retroalimen-

tación estática de salida estabilizante u(t) = Ky(t) + v(t) es

Y(s) =
(
(C +DK) [sI − (A+BK)]−1B +D

)
U(s) (2.24)

y la función de transferencia (2.23) es la composición de la función de transferencia (2.24)

con la función λ-HPC B̂1(s)

B̂2(s)
. Por el Corolario 2.2, se tiene que se cumple el resultado.

Para la prueba del inciso c) se procede en forma similar que para el inciso b), pero

usando el control con retroalimentación estática de salida u(t) = KD
b2(α)
t y(t) + v(t) para

el sistema (2.18). El sistema resultante en lazo cerrado es

D
b1(α)
t x(t) = (A+BKC)D

b2(α)
t x(t) +Bv(t)

y(t) = CD
b2(α)
t x(t)

(2.25)

y la función de transferencia en lazo cerrado es

Y(s) = C

[(
B̂1(s)

B̂2(s)

)
I − (A+BKC)

]−1

BU(s). (2.26)
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Por el Corolario 2.2, el sistema (2.26) es una matriz Hurwitz en R̄λ. �

El siguiente corolario es consecuencia del Corolario 2.2, la Nota 2.8 y la Nota 2.9.

Corolario 2.4 Considere al sistema lineal invariante en el tiempo (LTI) (2.21) donde
Nh(s)
Dh(s)

es una función SPR0, B̂1(s)

B̂2(s)
= Nh(s

1
λ )

Dh(s
1
λ )

y λ ∈ Z+ con λ > n. Entonces,

a). Si el sistema (2.21) es estable, el sistema (2.18) es una matriz Hurwitz en R̄λ.

b). Si el sistema (2.21) es estabilizable mediante un control con retroalimentación estáti-

ca de estado u(t) = Kx(t) + v(t), el sistema (2.18) es estabilizable en R̄λ mediante

el control con retroalimentación de estado u(t) = KD
b2(α)
t x(t) + v(t).

c). Si existe una ganancia de retroalimentación estática de salida estabilizante u(t) =

Ky(t) + v(t) para el sistema (2.21) con la matriz D = 0m×r, entonces existe un

control con retroalimentación de salida u(t) = KD
b2(α)
t y(t) + v(t) en R̄λ, para el

sistema (2.18).

Para el siguiente resultado, asumimos que B̂2(s) tiene un número finito de ceros en Iλ.

Corolario 2.5 Considere el sistema lineal autónomo (LTI) (2.21).

a). Si existe una ganacia de retroalimentación estática de salida u(t) = Ky(t) + v(t)

para el sistema (2.21) con una matriz D = 0m×r, tal que el sistema en lazo cerrado es

SSPR y B̂1(s)

B̂2(s)
es una función λ-HPC que satisface las condiciones del Teorema 2.1,

entonces existe un control de retroalimentación de salida u(t) = KD
b2(α)
t y(t) + v(t)

para el sistema (2.18) tal que el sistema resultante en lazo cerrado es un sistema

λ-SSPR.

b). Si existe una ganancia de retroalimentación de salida estática u(t) = Ky(t) + v(t)

para el sistema (2.21) con la matriz D = 0m×r, tal sistema en lazo cerrado es un

sistema SPR y B̂1(s)

B̂2(s)
= Nh(s

1
λ )

Dh(s
1
λ )

es una función λ-HPC, donde Nh(s)
Dh(s)

es una función

SPR0 que satisface las condiciones del Corolario 2.3, entonces existe un control de

retroalimentación de salida u(t) = KD
b2(α)
t y(t) + v(t) para el sistema (2.18) tal que

el sistema resultante en lazo cerrado es un sistema λ-SSPR.

Prueba. a) Si existe una ganancia de retroalimentación estática de salida u(t) =

Ky(t) + v(t) para el sistema (2.21) con la matriz D = 0m×r, tal que el sistema en lazo

cerrado es SPR y B̂1(s)

B̂2(s)
es una función λ-HPC, entonces la función de transferencia del

sistema en lazo cerrado (2.26) es λ-SSPR, por el Teorema 2.1.

b) La prueba de este inciso es semejante y es consecuencia del Corolario 2.3. �
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Nota 2.13 Los resultados del Teorema 2.3 al Corolario 2.5, permiten extender las me-

todoloǵıas de estabilización y pasificación conocidas para los sistemas del tipo ( 2.21)

[92, 42, 79, 34], a los sistemas lineales de orden fraccionario variable ( 2.18).

A continuación se obtiene un resultado sobre la estabilización de sistemas lineales de

orden fraccionario variable, basado en el Teorema 2.2. Este resultado requiere el siguiente

lema.

Lema 2.5 Para el sistema (2.18) los siguientes enunciados son equivalentes:

a). El sistema (2.18) es BIBO estable.

b). La función de distribución B̂1(s)/B̂2(s) satisface(
B̂1/B̂2

)
(C+

) ∩ σA = ∅

donde el conjunto de valores caracteŕısticos de A es denotado por σA = {r1, . . . , rp}.

c). Todas las ráıces de la ecuación

B̂1(s)− rjB̂2(s) = 0,

se encuentran en C− para cada rj ∈ σA.

Prueba. El inciso a) por el Teorema 2.2, establece que todas las ráıces de la fun-

ción caracteŕıstica det
[
B̂1(s)/B̂2(s)I − A

]
de la matriz A respecto a la función de dis-

tribución B̂1(s)/B̂2(s) tienen partes reales negativas. Ahora consideremos la factoriza-

ción det
[
B̂1(s)/B̂2(s)I − A

]
=

p∏
j=1

((
B̂1/B̂2

)
(s)− rj

)
, donde el polinomio caracteŕısti-

co det [sI − A] está factorizado como

p∏
j=1

(s− rj). Éste es cero, si al menos algún factor((
B̂1/B̂2

)
(s)− rj

)
= 0 para algún j = 1, 2, . . . , p. La condición

(
B̂1/B̂2

)
(C+

)∩ σA = ∅

es equivalente a que los valores sjk no estén en C+
, donde

(
B̂1/B̂2

)
(sjk) = rj para cada

rj ∈ σA. Por lo tanto, todos los valores sjk están en C− y el sistema es estable para el

inciso a). En consecuencia a) ⇔ b).

El inciso b) requiere que los valores sjk donde
(
B̂1/B̂2

)
(sjk) = rj para cada rj ∈ σA,

estén en C−. Equivalentemente, todas las ráıces de las ecuaciones

B̂1(s)− rjB̂2(s) = 0,

están en C− para cada rj ∈ σA. En consecuencia b) ⇔ c). �
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Teorema 2.4 Supongamos b1 y b2 que satisfacen las condiciones I), II) y III).

a). Supongamos también que existe un control por retroalimentación estática de estado

u(t) = Kx(t) + v(t) para el sistema (2.21) tal que dicho control puede asignar los

polos del sistema (2.22) de modo que todas las ráıces de las ecuaciones

B̂1(s)− λjB̂2(s) = 0, (2.27)

estén en C− para cada valor caracteŕıstico λj de la matriz A + BK. Entonces el

sistema (2.18) es BIBO estabilizable mediante el control por retroalimentación de

estado u(t) = KD
b2(α)
t x(t) + v(t).

b). Supóngase que existe una ganancia de retroalimentación estática de salida u(t) =

Ky(t)+v(t) para el sistema (2.21) con la matriz D = 0m×r tal que este control puede

asignar los polos al sistema (2.25) de modo que todas las ráıces de las ecuaciones

B̂1(s)− ηjB̂2(s) = 0, (2.28)

están en C− para cada valor caracteŕıstico ηj de la matriz A + BKC. Entonces el

sistema (2.18) es BIBO estabilizable mediante un control con retroalimentación de

la salida u(t) = KD
b2(α)
t y(t) + v(t).

Prueba. a) Dado que existe un control por retroalimentación estática de estado u(t) =

Kx(t)+v(t) para el sistema (2.21) tal que dicho control puede asignar los polos del sistema

(2.22) de modo que satisfacen la condición (2.27) para cada valor caracteŕıstico λj de la

matriz A+BK. Entonces por el Lema 2.5 inciso a) y un procedimiento similar al utilizado

en el inciso b) del Teorema 2.3, el sistema (2.22) es BIBO estable usando el control por

retroalimentación de estado u(t) = KD
b2(α)
t x(t) + v(t).

La prueba del inciso b) es similar a la prueba del inciso a), pero usando la condición

(2.28) para el sistema (2.25) con el Lema 2.5 inciso b) y un procedimiento semejante al

usado en el inciso c) del Teorema 2.3. �

Nota 2.14 Este resultado es menos conservativo que el del Teorema 2.2. Este resultado

extiende las técnicas conocidas para la ubicación de polos en sistemas LTI [25], a una clase

de sistemas lineales de orden fraccionario variable ( 2.18) para funciones B̂1(s)/B̂2(s) que

no necesitan ser funciones λ-HPC. Sin embargo, el costo es que se pide asegurar que todas

las ráıces de las ecuaciones ( 2.27) y ( 2.28) estén en C− para los valores caracteŕısticos de

las matrices correspondientes. Ahora el problema es la ubicación de polos con restricciones.

Nota 2.15 En esta sección, cuando se toma b2(β) = δ(β), entonces todos los controla-

dores son estáticos.
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3

Aplicación de los criterios de

Preservación

En esta sección se presentan dos ejemplos para ilustrar el posible uso de los métodos

desarrollados para cada uno de los dos problemas atacados en este trabajo. En la sec-

ción 3.1 se presentan los 2 ejemplos relativos al primer problema y en la sección 3.2 los

relacionados al segundo problema.

3.1. Ejemplos de preservación de estabilización y sin-

cronización de FOS no lineales

3.1.1. Preservación de estabilización de sistemas fraccionarios

de Lorenz

Sea el sistema de Lorenz con orden fraccionario conmensurable α = 0.99, que puede

ser escrito como [38]:

x(α) = Ax+ g(x) + u =

 −σ σ 0

ρ −1 0

0 0 −β̄

x+

 0

−x1x3

x1x2

−K1x (3.1)

con x = [x1 x2 x3]T , σ = 10, ρ = 28, β̄ = 8/3, y condiciones iniciales x(0) = [−9 −5 14]T .

En [97] se menciona que este sistema es caótico.

El objetivo es estabilizar al sistema y después aplicar una modificación que cumpla

las condiciones de la Proposición 2.1, para ilustrar la validez de los resultados anaĺıticos.

Para hacer esto, se escoge u = −K1x. Con

JK1 =

−17 0 0

0 15 0

0 0 4

 , K1 =

−5.1552 9.2338 0

25.8545 3.1552 0

0 0 4

 (3.2)

35
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los valores caracteŕısticos de la nueva matriz A − K1 son λ1 ≈ −5.827, λ2 ≈ −3.172 y

λ3 ≈ −6.666, con esto y el hecho que g(x) cumple las condiciones del Teorema 1.3 (como

se ha demostrado en [109]) se obtiene que el origen es una solución estable.

Ahora se quiere averiguar que sucede si se propone la modificación αβ = 0.985, β ≈
0.9949, c = 0.8, y

JM =

11 0 0

0 9 0

0 0 10.4

 , M =

10.2595 −0.5771 0

−1.6159 9.7403 0

0 0 10.4

 , (3.3)

se puede verificar facilmente que M cumple las condiciones de la Proposición 2.1. Los

valores caracteŕısticos del sistema modificado M(A−K1) son λ1 ≈ −64.105, λ2 ≈ −28.550

y λ3 ≈ −69.333. Dado que estos valores caracteŕısticos satisfacen las condiciones del

Teorema 1.3, y que 0.8g(x) también satisface el resto de las condiciones, el origen del

sistema modificado controlado es también una solución estable.

En las Figuras 3.1 y 3.4 el paso de simulación fue 0.005s y el tiempo de simulación

50s. En los primeros 25s sólo se teńıa al sistema original homogéneo (u = 0), y para los

últimos 25s se activo al control u, para los sitemas original y modificado, respectivamente.

(a) El sistema original x(α) = (A−K)x + g(x)

(b) El sistema modificado x(α) = M(A−K)x + g(x)

Figura 3.1: Gráfica de los estados vs tiempo
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(a) El sistema x(α) = (A−K)x + g(x)

,
(b) El sistema x(α) = M(A−K)x+g(x)

Figura 3.2: Plano fase de los sistemas original y modificado

3.1.2. Preservación de sincronización práctica para sistemas

fraccionarios de Chen

En este ejemplo se hace la sincronización de dos sistemas fraccionarios de Chen con

parámetros y ordenes idénticos, pero distintas condiciones iniciales, debido a estas consi-

deraciones se tendrá que AM = AS , y por lo tanto no se usan los ı́ndices para las matrices

A y M .

Se usa la estructura del sistema de Chen con orden fraccionario α tal como ha sido

presentado por [52]. Para el sistema esclavo se tiene:

x(α)
S

= AxS + g(xS ) =

 −a a 0

d− a d 0

0 0 −b

xS +

 0

−xS1xS3

xS1xS2

+ w (3.4)

con w tal como se ha definido en (2.16), xS = [xS1 xS2 xS3 ]
T , a = 35, b = 3, d = 28, y

α = 0.975, y condiciones iniciales xS (0) = [3 0 10]T .

Para el sistema maestro se toma

x(α)
M

= AxM + g(xM) =

 −a a 0

d− a d 0

0 0 −b

xM +

 0

−xM1xM3

xM1xM2

 (3.5)

con xM = [xM1 xM2 xM3 ]
T , a = 35, b = 3, d = 28, α = 0.975 y condiciones iniciales

xM(0) = [−9 − 5 14]T .

Ambos, el sistema maestro y el esclavo son caóticos, respecto a las condiciones dadas
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en [97]. Para la ley de control (2.13) se tiene

JK2 =

−26 0 0

0 28 0

0 0 4

 , K2 =

−30.1130 34.5700 0

−6.9140 32.1130 0

0 0 4

 (3.6)

y para la modificación se toma c = 0.9, αβ = 0.96, β ≈ 0.9846 y

JM =

1.075 0 0

0 0.955 0

0 0 1.2

 , M =

1.0841 −0.0768 0

0.0154 0.9459 0

0 0 1.2

 . (3.7)

Con K2 como se propuso, se garantiza que el sistema del error de sincronización sin

modificación satisface las condiciones del Teorema 1.3. Se puede verificar facilmente que

M y 0.9g(x) cumplen las condiciones de la Proposición 2.1, de tal forma que se puede

asegurar que este es un ejemplo de preservación de sincronización.

Nuevamente, el paso y el tiempo de simulación fueron 0.0028s y 50s, respectivamente.

En los primeros 25s el sistema era el autónomo (w = 0), y para los últimos 25s se activó

la ley de control w, para los sistemas original y modificado.

(a) Error de Sincronización de los sistemas originales

(b) Error de Sincronización de los sistemas modificados

Figura 3.3: Gráfica de errores de sincronización con la ley de control activada a los t = 25s

En la Figura 3.3, se puede observar como la aplicación de la ley de control, con la misma

K2, estabiliza al origen de los sistemas dinámicos fraccionarios de error de sincronización

de los sistemas originales y de los sistemas modificados.
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(a) La sincronización de los sistemas

originales

,
(b) La sincronización de los sitemas mo-

dificados

Figura 3.4: Plano fase de la sincronización de los sistemas originales y modificados; los

sistemas maestros aparecen en azul, y los sistemas esclavos en negro, la ley de control es

aplicada a los t = 50s.

En la Figura 3.4, se puede observar la forma en la que el sistema maestro sigue al

sistema maestro para los sistemas originales y para los sistemas modificados, con la misma

K2.

Después de hacer varias simulaciones se ha observado que bajo variaciones muy grandes

en los parámetros las transformaciones no parecieran preservar el caos. Esto limita las

variaciones posibles en las transformaciones usadas si uno está interesado en representar

caos para la simulación, puesto que como es bien conocido, el caos en sistemas dinámicos

es muy sensible a variaciones en los parámetros.

3.2. Estabilización de DOLTIS usando métodos de

preservación

Los resultados sobre pasificación obtenidos claramente aplican para sistemas de la

siguiente familia

x(α)(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

donde α = λ−1 con λ ∈ Z+. También es posible mostrar que estos resultados aplican

cuando α ∈ [0, 1] .

El siguiente es un caso aún más interesante.
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3.2.1. Ejemplo 1

Considere el caso cuando b1(α) =
∑n

k=0 ckδ (α− kβ1), (0 < nβ1 < 1) y b2(α) =∑m
k=0 dkδ (α− kβ2), (0 < mβ2 < 1). En este caso el sistema 2.18 toma la siguiente forma

en el dominio de la frecuencia

cnx
(nβ1)(t) + cn−1x

((n−1)β1)(t) + · · ·+ c1x
(β1)(t) + c0x(t) =

A
[
dmx(mβ2)(t) + dm−1x

((m−1)β2)(t) + · · ·+ d1x
(β2)(t) + d0x(t)

]
+Bu(t)

y(t) =

C
[
dmx(mβ2)(t) + dm−1x

((m−1)β2)(t) + · · ·+ d1x
(β2)(t) + d0x(t)

]
+Du(t).

(3.8)

Esta familia de sistemas, incluye el caso 4 en el caṕıtulo dos del libro [81], al tomar m = 0,

los llamados sistemas lineales autónomos de orden fraccionario distribuido (DOLTIS).

En particular, se considera al sistema (3.8) con los parámetros del ejemplo en [92]

donde

A =

 0 1 0

0 1 1

0 13 0

 B =

 0

0

1


C =

(
0 5 −1

−1 −1 0

)
D = 0

(3.9)

y el sistema (3.8) toma la forma

x( 2
3

)(t) + 2x( 1
3

)(t) + 2x(t) = A
[
x( 2

3
)(t) + 3x( 1

3
)(t) + x(t)

]
+Bu(t)

y(t) = C
[
x( 2

3
)(t) + 3x( 1

3
)(t) + x(t)

]
+Du(t).

En este caso la función de distribución B̂1(s)/B̂2(s) está dada por

B̂1(s)/B̂2(s) =
s

2
3 + 2s

1
3 + 2

s
2
3 + 3s

1
3 + 1

. (3.10)

Tomando en cuenta que la función s2+2s+2
s2+3s+1

es una función SPR0, y que por la Nota 2.8

B̂1(s)/B̂2(s) es una función 2-HPC. Se sabe que el control por retroalimentación estática

de estado u(t) = Kx(t) + v(t) [92] con

K =
(
−2 −50

)
estabiliza al sistema LTI (2.21) [9], entonces por el Corolario 2.4, inciso b), el control por

retroalimentación de estado u(t) = KD
b2(α)
t x(t) + v(t) estabiliza en R̄3 al sistema (3.8).

Para mostrar la estabilidad, se considera el polinomio caracteŕıstico en lazo cerrado del

sistema LTI de orden entero (3.9) con la K dada por

p(s) = s3 + 2s2 + 27s+ 50.
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Después de sustituir la función 3-HPC s
2
3 +2s

1
3 +2

s
2
3 +3s

1
3 +1

en el plinomio p(s), se obtiene

3434s+ 80s2 + 892 3
√
s+ 2553s

2
3 + 2235s

4
3 + 686s

5
3 + 120(

3 3
√
s+ s

2
3 + 1

)3 ,

las ráıces del polinomio numerador 3434x3 + 80x6 + 892x+ 2553x2 + 2235x4 + 686x5 + 120

con x = s
1
3 están en C−, y son

−0.686 23

−1. 965 2

−0.389 71 + 0.118 11i

−0.389 71− 0.118 11i

−2. 572 1 + 0.303 58i

−2. 572 1− 0.303 58i

Por otro lado, se tiene que

(−0.389 71± 0.118 11i)3 = −4. 287 7× 10−2 ± 5. 216 6× 10−2i = s1,2

(−2. 572 1± 0.303 58i)3 = −16. 305± 5. 997 2i = s3,4

(−0.686 23)3 = −0.323 15 = s5

(−1. 965 2)3 = −7. 589 6 = s6

y tomando el argumento de los números complejos anteriores, se obtiene

|arg (−4. 287 7× 10−2 ± 5. 216 6× 10−2i)| = 2. 258 8

|arg (−16. 305± 5. 997 2i)| = 2. 789 1

|arg (−0.323 15)| = π

|arg (−7. 589 6)| = π,

y en todos casos |arg (si)| > π
6

para i = 1, . . . , 6, entonces por el criterio de Matig-

non el sistema de lazo cerrado (3.8) con los parámetros (3.9) es estable o equivalen-

temente Hurwitz en R̄3. en consecuencia, el control por retroalimentación de estado

u(t) = KD
b2(α)
t x(t) + v(t) estabiliza en R̄3, al sistema (3.8) con los parámetros (3.9).

3.2.2. Ejemplo 2

Ahora considere al sistema (3.8) con los siguientes parámetros

A =

 0 1 0

0 0 1

−1 2 −1

 B =

 1 0

2 1

0 1


C =

(
3 2 1

1 1 1

)
D = 0.

(3.11)
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Este sistema no es SPR y no es estable. Nuevamente, se toma la función 3-HPC (3.10).

Basándose en la metodoloǵıa propuesta en [42] para el siguiente sistema LTI de orden

entero

ẋ =

 0 1 0

0 0 1

−1 2 −1

x+

 1 0

2 1

0 1

u

y =

(
3 2 1

1 1 1

)
x,

y usando el control por retroalimentación estática de salida u(t) = Ky(t) + v(t) con

K =

(
1.1958 −0.031318

−0.031318 1.4157

)
.

El sistema resultante en lazo cerrado es el siguiente sistema SPR

ẋ =

 −3. 556 1 −1. 360 3 −1. 164 5

−8. 434 −6. 073 7 −2. 713 4

−2. 321 7 0.646 9 −2. 384 4

x+

 1 0

2 1

0 1

v

y =

(
3 2 1

1 1 1

)
x,

(3.12)

donde se usa la matriz

P =

 5.5397 −1.2698 2.2698

−1.2698 1.6349 −0.6349

2.2698 −0.6349 1.6349


en el Lema 1 sobre funciones SPR, en [42]. La matriz de transferencia del sistema (3.12)

en lazo cerrado es

H(s) =


7s2+23.08s+11.57

s3+12.01s2+32.14s+16.18
3s2+9.157s+5.345

s3+12.01s2+32.14s+16.18

3s2+8.1s−2.655
s3+12.01s2+32.14s+16.18

2s2+10.98s+14.15
s3+12.01s2+32.14s+16.18

 (3.13)

Finalmente, por el Corolario 2.5, el control por retroalimentación de salida u(t) =

KD
b2(α)
t y(t) + v(t) para el sistema (3.8) con los parámetros (3.11) hace que el sistema

en lazo cerrado sea un sistema 3-SSPR. Se procede a verificar si se cumplen los enun-

ciados del Corolario 2.3, para el sistema (3.8) en lazo cerrado con los parámetros (3.11).

Sustituyendo (3.10) en (3.13), se obtiene la siguiente matriz de transferencia

H

(
s

2
3 + 2s

1
3 + 2

s
2
3 + 3s

1
3 + 1

)
=

(
a(s) b(s)

c(s) d(s)

)
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donde

a(s) = 1. 695 9×105s+4165.0s2+56725. 3
√
s+1. 406 9×105s

2
3 +1. 071 1×105s

4
3 +33777.s

5
3 +8573.0

2. 478 1×105s+6133.0s2+85978. 3
√
s+2. 078 7×105s

2
3 +1. 559 1×105s

4
3 +49281.s

5
3 +13650.0

b(s) = 7. 148 1×105s+17502.s2+2. 363×105 3√s+5. 888 5×105s
2
3 +4. 522 8×105s

4
3 +1. 423 6×105s

5
3 +35659.

2. 478 1×106s+61330.0s2+8. 597 8×105 3√s+2. 078 7×106s
2
3 +1. 559 1×106s

4
3 +4. 928 1×105s

5
3 +13650.0

c(s) = 62505.s+1689.0s2+29901. 3
√
s+62370.0s

2
3 +37170.0s

4
3 +12381.s

5
3 +5109.0

2. 478 1×105s+6133.0s2+85978. 3
√
s+2. 078 7×105s

2
3 +1. 559 1×105s

4
3 +49281.s

5
3 +13650.0

d(s) = 1. 148 0×105s+2713.0s2+32107. 3
√
s+88080.0s

2
3 +74100.0s

4
3 +22919.s

5
3 +4411.0

2. 478 1×105s+6133.0s2+85978. 3
√
s+2. 078 7×105s

2
3 +1. 559 1×105s

4
3 +49281.s

5
3 +13650.0

a) El denominador polinomial común de la matriz

H

(
s

2
3 + 2s

1
3 + 2

s
2
3 + 3s

1
3 + 1

)

en x = s
1
3 es 2478.1x3 + 859. 78x + 2078. 7x2 + 1559. 1x4 + 492.81x5 + 61.33x6 + 136.5 y

sus ráıces son
(s1)3 = −2. 158 4

(s2)3 = −0.578 45

(s3)3 = −2. 447

(s4)3 = −0.453 43

(s5)3 = −1. 199 + 0.411 02i

(s6)3 = −1. 199− 0.411 02i

Ahora tomando s = x3 para cada ráız, se puede verificar que |arg (si)| > π
6

para

i = 1, . . . , 6, entonces por el criterio de Matignon el sistema (3.8) en lazo cerrado con

la ganancia del control K, donde los parámetros del sistema son (3.12), es estable o

equivalentemente Hurwitz en R̄3. Para el inciso b), se considera a la matriz

Π

(
s

2
3 + 2s

1
3 + 2

s
2
3 + 3s

1
3 + 1

)
= H

(
s

2
3 + 2s

1
3 + 2

s
2
3 + 3s

1
3 + 1

)
+HT

(
s̄

2
3 + 2s̄

1
3 + 2

s̄
2
3 + 3s̄

1
3 + 1

)

evaluada en s = xe
π
3
i con x ≥ 0 y evaluada en s = xe−

π
3
i con x ≥ 0 i.e., evaluada en I3.
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Π
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Ahora se representa gráficamente a los menores principales aΠ(x) y aΠ(x)dΠ(x) −

bΠ(x)cΠ(x) de la matriz

(
aΠ(x) bΠ(x)

cΠ(x) dΠ(x)

)
y se puede observar que para x ≥ 0 las

gráficas son positivas.

Figura 3.5: Gráfica de aΠ(x) y ∆Π(x)

Y similarmente se puede verificar que las gráficas de los menores principales de la

matriz Π
(
s
2
3 +2s

1
3 +2

s
2
3 +3s

1
3 +1

)∣∣∣
s=xe−

π
3 i

son positivos para x ≥ 0, donde ∆Π(x) = aΠ(x)dΠ(x) −

bΠ(x)cΠ(x). El inciso c) se cumple puesto que la función s2+2s+2
s2+3s+1

es una función SPR0 y

(λ = 3) > (n = 2).
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4

Conclusiones

En este trabajo se desarrollaron criterios para la preservación de estabilidad y sincroni-

zación de sistemas autónomos de orden fraccionario conmensurable considerando además

transformaciones que afectan al orden fraccionario, a la parte lineal y a la parte no lineal

del campo vectorial de la ecuación diferencial fraccionaria.

Se ha dado una explicación de como utilizar los resultados para verificar si dada cierta

transformación sobre un sistema autónomo de orden fraccionario conmensurable se podrá

garantizar la preservación de estabilización o sincronización del mismo. Además mediante

los ejemplos presentados se ha ilustrado la efectividad de los resultados.

También vale la pena mencionar que hay ciertos resultados sobre la estabilidad de

sistemas autónomos fraccionarios [50, 97, 96] que pueden ser utilizados en forma similar

a la Proposición 2.1 para dar las condiciones de preservación de estabilidad asintótica de

las soluciones en el origen, para 0 < α < 1.

Por otra parte, se ha presentado una metodoloǵıa para la estabilización y pasificación

de una nueva clase de sistemas autónomos de orden fraccionario variable, basada en la

preservación de funciones Hurwitz en R̄λ, la estabilidad y pasividad mediante funciones

λ-HPC en el dominio de la frecuencia y el Teorema 2.3. Estos resultados extienden las

técnicas clásicas para la estabilización y pasificación de sistemas LTI, a una clase de

sistemas autónomos de orden fraccionario variable. También se obtuvo un resultado más

general para la estabilización de una clase de sistemas autónomos de orden fraccionario

variable, basado en los métodos clásicos de ubicación de polos para sistemas LTI. Los

resultados presentados son un primer paso hacia la estabilización y pasificación de sistemas

autónomos de orden fraccionario variable.

Por lo tanto, hay muchos problemas que aún se consideran abiertos, por ejemplo, (i)

Probar un resultado análogo al Teorema 2.4 para la preservación de sistemas lineales

autónomos de orden fraccionario variable; (ii) Establecer algoritmos eficientes para la

estabilización y pasificación de sistemas lineales autónomos de orden fraccionario variable;

(iii) Abordar los temas anteriores pero considerando sistemas no lineales.
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[102] Dong-Ping Wang and Jue-Bang Yu. Chaos in the fractional order logistic delay

system. Journal of Electronic Science and Technology of China, 6:225–229, 2008.

[103] Xing-Yuan Wang and Jun-Mei Song. Synchronization of the fractional order hy-

perchaos lorenz systems with activation feedback control. Commun Nolinear Sci

Numer Simulat, 14:3351–3357, 2009.

[104] L. Weinberg. Network Analysis and Synthesis. McGraw-Hill Book Company Inc.,

1962.

[105] Chai Wah Wu. Syncronization in Coupled Chaotic Circuits and Systems. World

Scientific Publishing, 2002.

55



BIBLIOGRAFÍA
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